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AVANT-PROPQOS j

Ce cours intitulé Résistance Des Matériaux (RDM) est destiné aux éetudiants en
Technologie des batiments et Travaux Publics (Architecture, Génie Civil, etc...).

Il vise a les familiariser aux dimensionnements des structures en faisant appel a des
calculs qui prévoient le comportement de I’objet dont la conception doit réunir les
meilleures conditions de sécurité, d’économie et d’esthétique.

Ce support de cours est en perpeétuelle correction. C'est pourquoi, je serais
reconnaissant aux étudiants et éventuels lecteurs de ne pas hésiter a me faire toute
suggestion susceptible d‘améliorer le contenu de ce document a [I’adresse
makomra@yahoo.fr

PLACE DU COURS DANS LE PROGRAMME GENERAL

“““ STATIQUE - Béton Armé : BA
RESISTANCE DES . - -
MATERIAUX ,| - Bois : Construction Bois
TECHS%OG'E - Métal : Construction Métallique
“““ MATERIAUX - Sol : Géomécanique du sol

« Se permettre de tout penser serait manquer de savoir vivre : les meilleures preuves de respect
gu’on puisse donner a l'intelligence du lecteur, c’est de lui laisser quelque chose a penser. »
Lawrence Sterne
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LECON 1 : GENERALITE SUR LA RESISTANCE DES
MATERIAUX

Objectifs spécifiqgues : Au terme de cette lecon, I’étudiant doit étre capable :

- de saisir le but de la Résistance Des Matériaux

- de saisir les Hypothéses Fondamentales de la RDM : cas des poutres droites
chargées dans leur plan de symétrie.

1-1 OBJET DE LA RDM

La RDM est la science du dimensionnement ; c’est la théorie du calcul des éléments
des structures. Elle découle d’une theorie plus génerale appelée Mécanique des Milieux
Continus(MMC). En d’autres termes, c’est la discipline qui a pour but de rechercher ou
d’imaginer d’abord les meilleures formes et ensuite déterminer les quantités de matiéres
(dimensions) nécessaires et suffisantes a donner aux éléments d’une structure pour lui
permettre de résister a I’action des forces qui le sollicitent.

Ce dimensionnement fait appel a des calculs qui prévoient le comportement de I’objet
dont la conception doit réunir les meilleures conditions de sécurite, d’économie et
d’esthétique.

La résistance des matériaux est un outil indispensable a toute modélisation en calcul
des structures. Méme si d'autres méthodes (par exemple les éléments finis) sont en général
utilisées, un calcul rapide de RDM permet de Vvérifier les ordres de grandeur et de juger de
I'opportunité d'utiliser d'autres methodes plus complexes.

1-2 HISTORIQUE DE LA RDM

Les premieres recherches scientifiques connues sur la résistance d’éléments de
construction ne remontent qu’a la fin du XV°™ siécle avec les travaux de Galilée sur la
tension et la flexion des poutres. 1l ne semble pas que les constructions anciennes aient fait
I’objet d’études prévisionnelles concernant la resistance. Bien évidemment, les constructions
qui se sont effondrées ne sont plus présentes actuellement ! La cathedrale de Prague, par
exemple, s’est effondrée six fois avant que son architecte soit le seul a accepter de mettre le
feu aux échafaudages pour vérifier la tenue de la septieme construction : c’est actuellement
un bijou. L’absence de souci d’économie de matiére, le sens élevé de I’esthétique (une forme
esthetique est souvent une forme optimale vis-a-vis de la résistance), des connaissances
empiriques ont permis la réalisation d’ouvrages durables.

En 1678, Robert Hooke énonce les bases de la théorie de I’élasticité linéaire
(réversibilité et proportionnalité des déformations par rapport aux efforts), qui rend compte
des petites déformations de la plupart des corps solides. Elle est utilisée peu aprés par Edme
Mariotte et Jean Bernoulli pour résoudre des problemes de flexion de poutres. Apres les
travaux de Charles Augustin Coulomb, Henri Navier, Augustin-Louis Cauchy, entre
autres, au milieu du XIX®™ siécle, la résistance des matériaux est créée en tant que Sscience
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appliquée. Son développement rapide, dii aux travaux des ingénieurs du XX*™ siécle, a
conduit a I’élaboration de nombreuses méthodes de calcul analytique qui ont pu étre érigées
en regles ou reglements a I’'usage des bureaux d’étude. L’avénement des ordinateurs a rendu
possible I’exploitation de méthodes numériques génerales qui permettent de résoudre les
problémes posés par les structures complexes (assemblages de poutres, plagues). Les
recherches sont, depuis les années 1970, orientées vers le développement de ces méthodes,
vers I’étude des petites et grandes déformations permanentes des matériaux, des phénomeénes
de rupture, de la résistance aux environnements complexes (efforts évolutifs, hautes et basses
températures) et vers [’utilisation de matériaux nouveaux (superalliages, polymeres,
materiaux composites, céramiques).

1-3 HYPOTHESES DE LA RESISTANCE DES MATERIAUX

Etant une théorie simplifiée de la meécanique des milieux continus, La RDM ne
s’intéressera qu’a I’étude des solides particuliers, considéres ici comme déformables. Ainsi
un certain nombre de restrictions sont nécessaires et elles porteront sur la géométrie du solide
étudié, le matériau dont il est constitué, et dans une moindre mesure les liaisons et les efforts
extérieurs.

1-3-1 HYPOTHESES SUR LA GEOMETRIE DU SOLIDE A ETUDIER

Une poutre est un solide engendré par une surface plane (S) dont le centre d’inertie
géometrique G décrit une courbe GoG; (appelée ligne ou fibre moyenne), le plan (P) de (S)
restant normal a la courbe GyG; (Figure.1.1). Le centre d’inertie peut dans de nombreux cas
étre confondu avec le centre de gravité.

Si I’aire (S) est constante, la poutre est dite de section constante (fig. 1.1). Mais tres
souvent, en vue de proportionner les dimensions de la poutre aux efforts qu’elle doit
supporter, I’aire (S) varie lorsque son centre de gravité décrit la fibre moyenne ; la poutre est
alors dite de section variable, et I’on supposera que la section varie continment le long de la
fibre neutre (fig. 1.2 et fig. 1.3). La figure 1.4 donne un contre exemple de poutre.

Ll LT

Fig. 1.2 : Poutre a section variable

Contre exemple :

: s : : Fig. 1.4 : Contre exemple de poutre
Fig. 1.3 : Poutre droite a section variable J P P
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Ainsi, on définit :

- une poutre gauche est une poutre dont la fibre moyenne est une courbe gauche ;

- une poutre plane est une poutre dont la fibre moyenne est une courbe plane ;

- une poutre droite est une poutre dont la fibre moyenne est un segment de droite orienté

- Une poutre a plan moyen est une poutre plane dont un plan de la fibre moyenne est un plan
de symétrie appelé plan moyen.

1-3-2 HYPOTHESES SUR LE MATERIAU DU SOLIDE A ETUDIER

Pour toutes les études que nous menerons en RDM, nous allons considérer que le
matériau dont est constituée la poutre est : homogeéne, isotrope et élastique lineaire.

1-3-2-1 Homogénéité

Un milieu est dit homogeéne, lorsqu’il est constitué de mémes particules. Un milieu,
quel qu’il soit, ne peut étre considéré comme homogene qu’au dessus d’une certaine échelle
dimensionnelle qui lui est propre.

Prenons I’exemple d’un matériau trés courant comme le béton : lorsqu’on regarde un
poteau suffisamment loin, on voit le béton comme matériau homogéne. Pourtant, a I’échelle
microscopique, le béton est un matériau composite de granulats, de ciment, d’eau et
d’adjuvants d’ou hétérogene. Ainsi en est-il des aciers.

Il est aussi important de s’intéresser a la répartition spatiale des hetérogénéités dans le
matériau. En effet si cette répartition est réguliere (périodique par exemple), on pourra se
ramener plus facilement a un matériau homogene équivalent.

Ainsi, pour I’étude des poutres, il faudra que la plus grande dimension transversale
soit grande (superieure a 10 fois) par rapport a la dimension de la plus grande hétérogénéité
présente dans le matériau (taille des granulats du béton par exemple).

On peut aussi ajouter qu’en pratique c’est souvent un choix de modélisation de
considérer qu’un matériau est homogene.

1-3-2-2 Isotropie

Un matériau est dit isotrope s’il présente les mémes propriétés dans toutes les
directions de I’espace.

S’agissant des caractéristiques mécaniques des matériaux, il est parfois assez intuitif
de dire si un materiau est isotrope ou non. Si I’on considére un matériau qui posséde des
fibres ayant une direction privilégiée (comme le bois), du fait de I’orientation particuliére de
ces fibres, le bois ne sera pas isotrope.

Une expérience simple menée avec une peau de banane permet facilement de se rendre
compte qu’il est plus facile de dechirer la peau en tirant dans la direction perpendiculaire a la
plus grande direction (direction orthogonale aux fibres de la peau) qu’en tirant dans la
direction des fibres.
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1-3-2-3 Elasticité linéaire
Un matériau est dit elastique s’il retrouve entierement sa forme ou son volume apres
avoir subi un cycle de charge/décharge quelconque.
1-3-3 HYPOTHESES SUR LA DEFORMATION
1-3-3-1 Déformations

Les poutres sont étudiées dans I’Hypothese des Petites Perturbations (HPP). Les
déeformations sont supposees tres petites afin de rester dans le domaine d’élasticité linéaire de
la matiere.

1-3-3-2 Hypothése de Navier-Bernoulli

Hypothese de Navier-Bernoulli : les sections normales a la ligne moyenne restent
planes et normales a la ligne moyenne pendant la deformation de la poutre. Un énoncé
souvent plus répandu est de dire que toute section droite (i.e. plane et perpendiculaire a la
ligne moyenne) avant déformation reste droite apres déformation. (figure 1.5)

Cette hypothése est bien vérifiée dans de nombreux cas de sollicitations simples.

1

Fig. 1.5 : Visualisation de I’hypothése de Navier-Bernouilli

1-3-4 CONDITIONS AUX LIMITES

Les conditions aux limites qui s’appliquent sur une poutre sont de deux natures. Celles
constituees par les liaisons avec I’extérieur, et celles liées a la présence du chargement.

1-3-4-1 Efforts liés aux chargements

Les charges qui s’appliquent au modele poutre sont principalement de deux types : les
charges concentrées ou réparties de fagon continue.

1-3-4-1-1 Charges concentrées
Le contact entre deux solides se fait en un point.
H ———
Exemple : Bille sur un plan. Fort

L'action du plan sur la bille peut

étre représentée par une force Fo/s. 1

75758
Fig.1.6
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1-3-4-1-2 Charges reparties

On parle de charges reparties lorsque le contact entre deux solides se fait en plusieurs
points. Elles peuvent étre reparties suivant une ligne : charges linéaires, soit suivant une
surface : charge surfacique.

Elles peuvent étre soit a répartition uniforme reparties, soit a répartition variables.
1-3-4-1-2-1 Charge linéaire

Exemple 1: cylindrel (un fat) sur un plan 0 La charge ici étant uniforme,
I'ensemble de la charge linéique est

I I équivalent a une force Fosu située au centre
R TTTTTMTT . de la ligne de contact

7.9 Fig.1.7 fon ’—
I:0/1
L'action du plan sur le cylindre peut étre . --
représentee par une force linéique uniformement T 0 — _
repartie (force répartie uniformément le long f—— " Fp=fyu.L
d'une ligne) f,, (N.m™). Fig.1.8

La charge ici n’étant pas uniforme,
I'ensemble de la charge linéique est
équivalent a une force Fon Située au centre
du triangle de la ligne de contact

Exemple 2: Demi cylindrel sur un plan 0

. st f , o
i 0 ““ 01 (Représenter-la sur la figure ci-dessous)

L'action du plan sur le cylindre peut étre ﬁ
représentee par une force linéique a — =
répartition  variable (force variablement Fon = fou . LI2
répartie le long d'une ligne) m (N.m™). —L o

1-3-4-1-2-2 Charge surfacique

Exemple: Boite sur un plan. Si la charge est uniforme, alors I'ensemble
1 de la charge surfacique est équivalent a une
T LA AL force Fon = f,, .S située au centre de la
I ﬂ ? T¢ 1} A4 Y% surface de contact G. (figure 1.11b)
IRy - For
p 110410047 fn Fig111a o
L'action du plan sur la boite peut étre N
représentée par une force surfacique (force \
répartie sur une surface, équivalente a une a
pression) f,, (N.m?).(fig.1.11) ,x“ > Fig.1.11b
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1-3-4-2 Efforts au niveau des Liaisons

Les liaisons que I’on rencontre sont deja connues (liaisons classiques). Néanmoins, le
fait que I’on se borne aux poutres a plan moyen chargées dans leur plan, améne usuellement
a distinguer les differents types de liaisons imposées aux poutres (on se place dans le cas de
liaisons parfaites)

1-3-4-2 -1 Appui simple

La force Aszs: résultant de I’appui simple
systéeme (S;) sur le systéeme (S,) est caractérisée par :
- Point d’application (connu) : point de contact A.

~ “Plan tangent au o
point de contact. | - Direction (connue) : Normale au plan tangent en A

Fig.1.12 - Sens (connu) : dirige vers le systeme (S;).
- Intensité (inconnue) : a déterminer.

Exemple Schématisation Actions mécaniques

F A § '@
A
oY A 2;

1-3-4-2-2 Appui double

La force Asus: résultant de 1’appui simple du
systéme (S;) sur le systéeme (S,) est caractérisée par :

(S1)

- Point d’application (connu) : point de contact A.
- Direction (inconnue) : a déterminer

- Sens (inconnu) : a déterminer.

Fig. 1.13 o S e
- Intensité (inconnue) : a determiner.
Exemple Schématisation Actions mécaniques
9
5 ~— IV
o A > Re
77 ’ Ia e
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1-3-4-2-3 Appui triple (Encastrement ou appui fixe)

ZHS) La force Aszss: résultant de 1’appui simple du
(S1 I | systéme (S;) sur le systéeme (S,) est caractérisée par :
On dit que le systeme (S,) est
encastré dans (S;) lorsque tout

déplacement de I’un par rapport a | - Sens (inconnu) : a déterminer.
I’autre est impossible.

- Point d’application (inconnu) : a déterminer.
- Direction (inconnue) : a déterminer

- Intensité (inconnue) : a déterminer.

Exemple Schématisation Actions mécaniques
y —>
A {sl Ay
| Vg
X
/5
A

1-3-4-3 Exemple d’application
Soit la modélisation d’un systeme en équilibre ci-dessous. Représenter les charges
équivalentesa P, et P, .

P
P1 i 2/3a Pul s 2 2 (c+d

y
\J/ v Yy VV VYV VYV VYV
Frarod L
e d T a b c d

1-3-5 PRINCIPE DE SAINT-VENANT ET CONSEQUENCES
Nous exploiterons le principe de Saint-Venant dont voici I’énoncé :

Etant donné un solide déformable, si sur une partie (£) de sa frontiere on remplace une
distribution de forces appliquées par une autre distribution équivalente et agissant egalement
sur (), les sollicitations restent inchangees dans toute région du solide suffisamment
éloignee de (%).

La conséquence directe de ce principe est que les resultats obtenus par un calcul de
RDM sur une poutre ne s’appliquent valablement qu’a une distance suffisamment éloignée
de la région d’application des actions mécaniques extérieures concentrées et des liaisons. En
pratique on peut considérer que les résultats sont valables a partir d’une distance égale a 2
fois la plus grande dimension transversale.
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CE QU’IL FAUT RETENIR (CQFR):

1-Définition La RDM est la discipline qui a pour but de rechercher ou d’imaginer
d’abord les meilleures formes et ensuite déterminer les quantités de matieres
(dimensions) necessaires et suffisantes a donner aux éléments d’une structure
pour lui permettre de résister a I’action des forces qui le sollicitent.

2- Géometrie : Le solide étudié est une poutre droite :

- dont le rayon de courbure de la ligne moyenne est grand par rapport a la plus
grande dimension transversale de la section droite (R¢ > 5D) ;

- dont les dimensions longitudinales sont élevées par rapport aux dimensions
transversales (L > 5D).

- dont la section droite est constante ou variant progressivement.
- qui a un plan de symétrie
3- Matériau : la poutre est constituée d’un matériau homogene, élastique linéaire et

isotrope.
4- Déformation : On se place dans I’hypothese des petites perturbations (H.P.P.).
5- Hypothése de Navier-Bernoulli : les sections normales a la ligne moyenne
restent planes et normales a la ligne moyenne pendant la déformation de la
poutre.

6- Modélisation et conditions aux limites :

- On peut modeliser une poutre droite uniquement par sa ligne moyenne et sa section
droite.

Les conditions aux limites qui s’appliquent sur une poutre sont de deux natures. Celles
constituées par les liaisons avec I’extérieur, et celles liees a la présence du
chargement

- Les poutres sont chargees dans leur plan moyen par des actions mécaniques qui
peuvent &tre concentrées ou réparties.
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LECON 2: EFFORTS DE COHESIONET
CONTRAINTES DANS LES POUTRES

Objectif spécifique : Au terme de cette legon, I’étudiant doit étre capable :

- de déterminer les efforts de cohésions d’une poutre sollicités et les nommer;
- de tracer les diagrammes de ces efforts
- de déterminer les contraintes normale et tangentielle d’une poutre sollicitee.

INTRODUCTION

Les efforts intérieurs représentent les actions mécaniques de cohésion au niveau de toute
la section de la poutre alors que la notion de contrainte représente les actions mécaniques de
cohesion au niveau de I’élément de surface de la section de la poutre.

On introduit dans un premier temps en utilisant la statique les efforts intérieurs, puis en
se placant a I’échelle de I’élément de surface, la notion de contraintes.

2.1 EFFORTS INTERIEURS

Considérons une poutre {E} (Fig. 2.1)
que nous séparons fictivement en deux parties
nommees {E;} et {E,}, telles que :

{E} ={E.} + {E.}.

La séparation fictive introduite est une
coupure au point G par une section droite (S).
On note E; la partie gauche et E, la partie
droite. On suppose que cette poutre est en

équilibre sous I’action des efforts extérieurs F, ,
Fpo Fret Ry

Fig. 2.1 : Poutre {E}

En isolant la poutre E et en appliquant le principe fondamental de la statique, nous avons

donc: Y Fse = 0 et Y Mo(Foe) = 0

Puis que : {E} = {E;} + {E,} on peut écrire :

Z ext—>E Z ext—E; Z ext—>E, T 0 et ZM (Fext—>E) ZM ext—>E1) ZM (ext—>E2)

A partir de la coupure fictive de la poutre définie précédemment, on peut représenter les
deux parties de la poutre comme I’indique la figure fig.2.2.
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F2
Fig. 2.2 : Poutre {E} séparée en deux parties
Isolons la partie ou le trongcon {E;} de la poutre. Les actions mécaniques qui
s’appliquent a {E;} sont : les forces extéerieures :ﬁet E et celle due au systeme {E,} au
niveau de la section (S).

Nous ignorons a priori la nature de ces actions mécaniques, cependant la liaison entre E;
et E, peut transmettre toutes les composantes des actions mécaniques de E, sur E, elle peut
donc étre modeélisee par la liaison encastrement. Ainsi, les efforts possibles dans cette section
en considérant le trongon E; sont :

et
M(R¢)x
Ms(Rg) =[M(R¢)y
M(R;);

Fig. 2.3

Par définition, les actions mécaniques de E, sur E; sont appelées les actions intérieures
ou actions de cohésion. C’est en effet cette liaison (les efforts et moments qu’elle transmet)
qui assure la cohésion des deux éléments E; et E, de la poutre E.

Onnotera: Ry = S F, et Mg(Rg) = ZMGEH

NB : Le choix de prendre les actions de la partie droite E, sur la partie gauche E; est une
convention.
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Nous avons donc : Zﬁ,{: D Fe, e et ZMGE{) = ZMG(FEﬁa)

On peut maintenant appliquer le principe fondamental de la statique au trongon de

poutre E; : Z toEy ZF,m =0 et > Mg iFeXHEl ) + = 0 : Ceci permet donc de

donner un moyen de calculer les actions mecaniques de cohésion a partir des actions
extérieures exercées sur le trongon E; ; Soit:

ZFint Z ext—E; et ZM (F )_ - ZM (Fext—>E1)
Isolons maintenant le trongons E, : Le bilan des actions mécaniques est le suivant :

z ext—E» ZFE —E) O et ZM (FextaE ) z M (FE1—>E2 ]
ZFEl—)EZ = 'ZFE2—>E1 et z Mg (FE1—>E2 ): - z Mg (FE2—>E1 )

L’ écriture du principe fondamental de la statique appliqué au trongon E, donne donc :

Z ext—>E 5 Zﬁm?é et ZMO(Fext—)Ez) _ZMG En{ =0

Ceci permet de donner un autre moyen de calculer le torseur de cohésion a partir des
actions extérieures exercees sur le trongon E; :

Z?n{ = zlzextaE2 et ZMG[a) = ZMG (FextaE2 )

2.1.1 Principe de calcul

Par convention, les efforts intérieurs représentent les actions mécaniques exercées a
travers une coupure par la partie située a droite (E,) de la coupure sur la partie située a gauche
(E1) de la coupure (I’axe étant supposé orienté de gauche a droite).

Le torseur s’exprime au point G et peut, dans le cas d’un systeme isostatique, se calculer
indifféremment a partir des actions mécaniques de I’extérieur sur E, ou a partir des actions
mécaniques de I’exterieur sur E;.

On verra dans les applications qu’il existe souvent un choix plus judicieux que I’autre
pour aboutir a la détermination des efforts intérieurs.

On peut donc écrire : 3 F,, = P ez 2 D e, == DR,

Note : Les efforts de cohésion sont modifies lorsque I’on déplace la coupure le long de la
poutre. On peut étre amené a distinguer plusieurs coupures en particulier lorsqu’on
rencontre une discontinuité liée a des efforts concentrés ou a une liaison.
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2.1.2 Exemple d’application:

Soit une poutre droite a plan moyen I_:;
reposant sur deux appuis A et B comme _ C y
I’indique la figure ci-contre : ‘gﬂo B
1-Schématiser les liaisons mécaniques en A et AT L3 o113 Bz X
/ / /
en B. 7 7 7
2-Déterminer  les  actions  mécaniques Fig. 2.4 : Poutre droite a plan moyen

extérieures sur la poutre en A et B..

y y
3-Deéterminer les efforts de cohésion de la o! X G| -
z X

poutre dans les trongons [AC] et [CB].

Fig. 2.5 : Ligne moyenne et repére

SOLUTION
1- Schématisation

Cll—:; E\Z/ 13 T—R;
/

B

2- Détermination de R et Rg-
2P P

Ry= — et Rg= —

AT 3 5= 3

3- Détermination des efforts intérieurs

Pour déterminer les efforts intérieurs il faut, compte tenu des efforts appliques et des
liaisons, réaliser ici deux coupures : X € [0, L/3] et x & [L/3, L]

- Premier troncgon de la poutre x € [0, L/3] :

—~ — Le bilan des actions mécaniques qui s’exercent sur ce

Ra Re trongon donne :
E: | A

AI X M o R—(;: zFint - Z ext—>E1

— MG(RG)
Fig. 2.7: Premier troncon isolé — — —
| v Mg (Rg) ZZMG(Fint):-ZMG(FEXI—)El):_MG(RA)
Rex 0 0
:ZFint:RG RGY =" RA RA:_ZP/3 : ZMG(Fint):MG(RG) 0
Re 0 -R,.x = 2P/3.x
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-Deuxieme trongon de la poutre x g [L/3, L] :

A Ra P Re Le bilan des actions mécaniques qui s’exercent sur
v E: // ce trongon donne :
G
A L/3 C | x-L/3 — _— =
; X ; MG(_R;) Rg = ZFim = z extoE; R+ P)
Fig. 2.8: Deuxiéme trongon — 7—)—» 7—)—»
: ¢ Mg (Rg) ZZMG Fin | = - ZMG Fext—>E1
Rsx 0 0 0 0
SFu=Rg [Rey =- R, |Ry -P |-P = YF, [[Ra+P & 3 F, 3
Rz 0 0 0 0
.
ZMG(Fint):MG(RG) 0
—E.x+ EL
3 3

Dans le cas du deuxieme trongon, on pourrait utiliser I’autre méthode a savoir considerer
le partie droite donc E; de la poutre. On obtient ainsi :

Le bilan des actions mécaniques qui s’exercent sur ce

Re \( T Re trongon donne :
E>

° L»B R_C; = z Fint Z ext—>Ey —
<

Mo(Ro)
Fig.2.9: Premier trongon isolé | Mo ®Re Mo (Re) = X Mo (F ) 2. Mg (FexHEz): Mo (Ro)

0
32%ZKRGYZRB Rg =P/ z ( )_M(R)
0

0

0

Y

P (L-
P i)

2.2 DENOMINATION DES COMPOSANTES DES EFFORTS INTERIEURS

Consideérons ici le cas d’une poutre droite simple telle que celle présentée sur la figure
2.4 et figure 2.5. Le repeére global de la poutre est alors le méme que le repére local soit donc

(G, x,y ,z), le repére associé a la section droite. On exprime alors les efforts intérieurs dans
ce repére local, et I’on écrit sous sa forme générale :
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SFy = Nx +T,y +T,z

3 Mg (R )= Mt X+ Mfy y + Mfz 2

Fig. 2.10: trongon isolé

Les noms choisis sont relatifs aux types de sollicitations causées par les composantes.
Ainsiona:

- Effort Normal : N, perpendiculaire (normal) a la section droite

- Efforts Tranchants . Ty et Tz, ont tendance a trancher la poutre perpendiculairement
a la ligne moyenne

- Moment de Torsion : Mt, a tendance a tordre la poutre autour de la ligne moyenne

- Moments de Flexions : Mfy et Mfz, ont tendance a faire fléchir la poutre autour d’un axe
perpendiculaire a la ligne moyenne

Dans le cas des poutres droites a plan moyen (et dont le plan moyen est le plan (x ,y),
les efforts intérieurs se réduisent a quatre composantes non nulles comme suit :

S>Fy, = NX +Tyy

> Mg (R )= Mt X+ Mfz z

Selon qu’une des quatre composantes ci-dessus soit nulle ou pas, On peut identifier un
certain nombre de sollicitations dites elémentaires qui sont caractéristiques des cas de charges
couramment rencontrés. On obtient ainsi, le tableau ci-dessous :
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LECON 2: EFFORTS DE COHESION ET
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Sollicitation Composantes Bilan des efforts intérieurs
élémentaire non nulles
Traction / — _ —

. F = Nx ; M iF. ': 0
Compression N Z int Z G \Mint
Cisaillement pur T, SFu =T,y 5 SMFy)=0
Torsion Mt SFe =0 ; SMglFy)=Mtx
Flexion pure Mfz SFe =0 ; YMg(F,)=Mfz 2z
Flexion simple Ty ; Mfz Zﬁ,{ =T,y ; > Mg Fo )= Mfz 2

N ; T, ; Mfz SFe = Nx+Tyy ; SM¢(Fy )= Mfz z
Sollicitations
composées . - — — .
Mt 1 Ty: Mfz zFint = Tyy ZMG Fint = Mt X + MfZ V4

Tableau 2.1 : Sollicitations élémentaires

NB : Ces sollicitations élémentaires : traction, compression, cisaillement, torsion, flexion vont
faire chacune I’objet d’une étude particuliére.

EXEMPLE D’APPLICATION

En considérant le troncon E; de I’exemple d’application du paragraphe 2.1.2 précédent,
dites a quel type de sollicitation est soumise notre poutre ?

%P X : Le trongcon {E;} est donc soumis a une flexion simple.

Py ; D Mg Fine :éP.x 4

w| N

La résolution de cet exemple nous a donné :

Donc : Ty:-gP et Mfz=

2.3 DIAGRAMMES DES EFFORTS DE COHESION
D’aprés la note du paragraphe 2.1.1, les valeurs des efforts de cohésion le long de la

poutre varient quand on traverse une action mécanique extérieure ou une liaison a une autre.

Ainsi, le tracé du diagramme des sollicitations qui consiste a tracer en fonction de
I’abscisse du point de coupure, I’évolution des différentes composantes non nulles des efforts
de cohésion, permettra facilement de repérer la section la plus sollicitée et par suite les valeurs
maximales de chaque type de sollicitation.
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Application (Exemple précédent)

, U3 2L/3 ,
/ N 7 7
y —
- P
Z C

§>
21 uy)
“

x|

Fig. 3.11: Diagramme de I’effort tranchant T, et du moment fléchissant Mf,,

2-4 EXERCICE DE CONSOLIDATION
Pu =12 daN/m

I
A B
%?Q 3am O
)} Détermination des réactions aux appuis A et B.
Ra=Rg=P1/2= (12 X 3)/2 =18 daN
i) Equation de I’effort tranchant
\ R Py X T
A RA lu Ly Ty:-RA'l'PuX
\G
2 X R AN:Ty=-18+12x
i) Equation du moment de flexion
A RA I:)u X A Ty
l /I/ vy l/\ Mf, - Rax + Py x. x/2=0
M * Mf, = Ra X - Py X212
ﬁX/Z \ N e AN : Mf, = 18 x - 6X°
\ X N z

\ \
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1v) Diagramme de I’effort tranchant et du moment fléchissant.

L]

x|

> N <

B

&

T, (daN)
18 1Y

z
(0]

-18

Mf,(daN.m)

"

0 32

v X!

3

2-5 FORMULES DES REACTIONS D’APPUIS, EFFORTS TRANCHANTS ET
MOMENTS FLECHISSANTS DE QUELQUES TYPES DE POUTRES SUR
APPUI SIMPLE

(VOIR ANNEXE )

2.6 NOTION DE CONTRAINTE ET VECTEUR CONTRAINTE

Nous avons vu précédemment que les actions mécaniques de cohésion sont les efforts
que le trongon E, exerce sur le trongon E; a travers la section droite S. Nous avons modélisé
ces actions mécaniques par les efforts intérieurs caractérisés au point G, centre de la section
droite. Ce qui ne donne qu’une vision globale sur la section droite de toutes les actions
mécaniques qui s’appliquent localement en chaque point de la surface.

Ces efforts intérieurs locaux sont repartis sur toute la
surface suivant une loi a priori inconnue. Considérons un
point M de la surface S. Autour de ce point M, prenons un

élément infiniment petit de surface dS de normale n et
appelons df 1’une des forces s’exercant sur I’élément dS au

point M.
On appelle contrainte en M sur I’élément dS, le
vecteur q:ﬂ
ds
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Note : L unité du vecteur contrainte qui est le rapport d’une force par une unité de surface est :
N/m? ou Pa, avec 1Pa = IN/m% (1MPa = 10° Pa = 1IN/mm?; aussi 1bar = 10N/cm* =10°
Pa.)

2.6.1 Contraintes normale et tangentielle
A partir du vecteur contrainte, on peut définir ses Gr..
projectioT sur le vecteur normal n et un vecteur . / q
tangentiel t de la surface dS respectivement appelées
contraintes normale notée G et contrainte tangentielle M
notée : T. On obtient alors : q = on + Tt ds F\ Fig.2.13
T

Les deux composantes du vecteur contrainte ci-dessus exprimées ont des sens physiques
différents : la contrainte normale G correspond aux actions surfaciques locales de tension au

sein de la matiere et la contrainte tangentielle T correspond aux actions surfaciques locales de
cisaillement au sein de la matiere.

Il existe évidemment une relation entre les efforts de cohésion globaux et les vecteurs
contraints locaux en tout point M de la section (S).

AupointM,ona: df. . =C, dS et M, (df ) =0

AupointGonaura:df. . =C, dS et Mg(dfe ,c) = GM Adf. ..

Pour obtenir les efforts de cohesion, il faut alors prendre en compte toutes les actions
surfaciques sur la surface S et en faire la somme, ce qui revient d’un point de vue
mathématique a intégrer sur toute la surface les équations écrites précedemment. On peut alors
écrire les actions des efforts intérieurs comme suit :

ZFint_ Z ext—>Ey — Ijsq'ds &
ZMGEJ: ZMGiFemEZ’: [l.em acC, .ds

La relation intégrale ci-dessus étant difficile a expliciter, quelques considérations
(notamment expérimentales) permettront de faire une hypothese sur la répartition des
contraintes normales et tangentielles sur la section droite. On pourra alors trouver des relations
explicites entre les efforts intérieurs et les contraintes normales et tangentielles qui feront
intervenir certaines caractéristiques de la section.

Note : Comme les efforts intérieurs peuvent s’exprimer en fonction des actions mecaniques
extérieures, on pourra alors déterminer, en fonction des actions extérieures et des
caractéristiques géomeétriques de la section, les contraintes au sein du matériau.

Ceci est un point fondamental puisque experimentalement, on peut définir pour chaque
matériau une contrainte limite admissible au-dela de laquelle la piece subit des détériorations
de ses caracteristiques mécaniques, dimensionnelles, voire une rupture. Le calcul de RDM
consiste a Vérifier que les contraintes engendrées par les sollicitations extérieures ne dépassent
pas la contrainte limite admissible par le matériau, contrainte limite admissible qui sera dans le
cadre de ce cours basée sur I’hypothese que le matériau reste élastique.
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CE QU’IL FAUT RETENIR (CQFR):

1- Par convention, les efforts intérieurs sont définis et se calculent comme suit :

Z I:int Z FE2—>E1 Z ext—E» Z ext—>E; ;
ZMG (ﬁ) = Z:NIG(FexHE2 ) =- Z‘,MG(FexHEl )

2- Les efforts de cohésion sont modifiés lorsque I’on déplace la coupure et il faut
distinguer plusieurs coupures lorsque I’on rencontre une discontinuité d’ordre
géométrique ou une discontinuité liée a des efforts concentrés ou a une liaison. Il

s’exprime dans le repere local a la section droite, (G, x ,y ,z ) et s’écrit :

SFy = Nx +T,y +T,z; 3 Mg (R )= Mt X+ Mfy y + Mfz 2
3- Pour une poutre a plan moyen on a :
SFy = Nx +Tyy ; SMIFy )= Mt x + Mfz 2
4- Avec : - N : effort normal ; - Ty : effort tranchant
- Mt : moment de torsion ; - Mfz : moment de flexion

5- En fonction des efforts de cohésion (pour poutre a plan moyen), on distingue les
différentes sollicitations élémentaires suivantes :

Sollicitation Composantes non

élémentaire nulles
Traction / N — —
Compression

Bilan des efforts intérieurs

ZMGQ =0

2F

Cisaillement pur Ty SFy = Tyy S MelFu )70
2R
2R

I
=
P

int = 0 ! ZMG I:int :MtX

. =0 ; > MglF, )= Mfz z

Torsion Mt

Flexion pure Mfz

—_

Flexion simple Ty ; Mfz > Fu

Ty§/ : ZMGE; = Mfz z

6- En tout point M, pour un élément de surface dS de normaln , les efforts de cohésion
sont des densités surfaciques de forces représentées par le vecteur contrainte C,,
Les prOJectlons sur les vecteurs normal et tangentiel du vecteur contraint sont :

_—

Cy = on + 7Tt
7- L’unité de la contrainte est le Pa avec 1 Pa =1 N/m®et 1bar = 10N/cm? = 10° Pa;
1MPa=10°Pa= 1IN/mm’
8- Les efforts intérieurs et leur moment sont reliés aux vecteurs contraintes par des

relations intégrales : 3 F,, = [[.Cu-ds et ZMGHH: fl.emac,
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LECON 3 : CARACTERISTIQUES DES SECTIONS
DROITES DES POUTRES

Objectif spécifique : Au terme de cette legon, I’étudiant doit étre capable :

- de déterminer I’aire, le centre , le moment statique, le moment quadratique, le moment
polaire, le rayon de giration et le module de flexion d’une section droite donnée .

3.1 Calcul d’aires et des coordonnées de centre de gravité des aires
3.1.1 Calcul d’aires : "Intégrale et aire"

Soit la fonction f(x) derivable sur un intervalle [a,b] avec a
etb deuxréelstelsque:a< x<bet0<y< f(x).
L’ aire du domaine D notée A(D), délimitée par la courbe

Cs. et le segment [a,b] est : A(D) = j:f(x).dx (unité d’aire : [L]*).
Dans le cas de la figure 3.2 on aura : (a< x <b et f(x) <y<0.
L'aire de D est : A(D) = —Lbf (x).dx (unité d’aire : [L]?).

Les coordonnées Xg et Y du centre G de cette aire G sont :
Joaf(2)de 1 [[f(2)d

G = 3
f; f(x)dz o 2 [} f(z)dx

G:

3.1.2 Exemple d’application :
Déterminer de I’aire, des coordonnées du centre de gravité quelques figures ci-dessous :

. - 2
Demi-disque de Rayon R L’équation de la courbe est : y = f(x) = R 1—[1]
y 2 2 R
/x+y2=R 2
. R X X
Aire : A(D) = R| .[[1-| = | |dx = posonsu= —
©)=Rr] [ ) } K= p x
X
0l = R J—y2 -R.Z ILP
R = A(D) R.jo,/il u’Jdu = A(D) =R. . [L]

[*x.f (x).0x [Cuvi-u?qu
:ab— <:>XG :01—
L f (x).dx on/l—uz du

_1I:[f(><)]2-dx y _1j01R2(1—u2).du

=2 = s ==
2[4 (x).0x T2 [RVL-utdu

oy, Rl Sk
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Demi-parabole concave | La fonction étant: y = f(x) = x> =Aire : A(D) = j ; x2.dx

3
= A(D) = % On remarque que h=1° = A(D)= ?I

On deduit ainsi I’aire du demi-parabole convexe :

n o~ pp i 2l
AD)=hl-2 = AD)= T

3
. X dx _3l
'xedx 4
0
' g
x*dx 5 2
_l‘} ::»YG:l f:lorh—IZ::»YG:ﬁ
2[ x*dx 2 {XT
0 E—
3 0
(33
410
e Ay ira — (P(_ay2 -
Hyperbole : y=-6x" + 18 Aire : A(D) = jo( 6X +18x)dx 27 u.a
— _fy2
y y= -ox"+ 18x Xe _3 < car aire admet un plan de symétrie en . 3
212+ Y 2 2
- 1 IS(—GX2 +18x) dx 27
X | Yo ==2% Y, =—ua
1 > 2 [’(—px2 5
of 32 3 L( 6x +18x)dx
3.1.2 Théoreme de GULDIN
L’aire d’une surface engendrée par la rotation Ay

d’une ligne plane autour d’un axe situé dans son plan et C,)
ne la traversant pas est égale au produit de la longueur

de la ligne (h) par la longueur de la circonférence décrite
par le centre de gravité de la ligne.

|
!
S=h2zl’ }
i

Le volume engendré par la rotation d’une surface
plane homogene autour d’un axe situé dans son plan et =
ne la traversant pas est égal au produit de I’aire de la Axe de
surface par la longueur de la circonférence décrite par le rotation
centre de gravité de la surface.

_ ) _ _ Figure 3.1 :
Exercice : Calcul du volume engendreé sur la figure ci-

contre.
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Solution : Ay
V =S270 1
e
Remarque : Le théoreme du GULDIN permet de déterminer P!
géneralement les coordonnées du centre de VoL

gravité d’une surface. bt

Axe de
rotation

3.1.3 Exercice d’application

Exercice 1

En utilisant le théoreme de Guldin, déterminer les coordonnées
du centre de gravité du demi disque (figure ci-contre).
Solution

: . : R?
La rotation du demi disque d’aire S = T

Figure 3.3:
. \ 4
> autour de I’axe Oz décrit une sphére de volume V = =z R®,

: . . 4
Or d’apres Guldin, ce méme volumeestV=S. 2n |l (oul =yg) = gn R®=S.2nyg

nR 2 4R
2nye = Yo = —_—
3n

» autour de I’axe Oy le demi disque étant symétrique zg =0

<:>ﬂnR3:
3

Exercice 2 1Y

En utilisant le théoréme de Guldin, déterminer les coordonnées
du centre de gravité de la figure hachurée ci-contre.

Solution
> La rotation de cette figure autour de I’axe Oy engendre un

volume d’un cone évide suivant I’expression : z
14 10 ]
V = Veone = Vi sphe 2R)*.3R - =.—nR® = —R"*
cone 1/2 sphere ( ) 23 3 Fig. 34 -
\ : A 2R x3R wR?
Or d’apres Guldin, ce méme volume est V = S. 2z | avec S = )2( -n4 =

12-=n 10

- 20R
.R2 et |:ZG = gﬂiRS:lz T 2 Y

R 2z = 25 =
6 ¢ 12-n
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» La rotation de cette figure autour de I’axe Oz engendre un volume d’un cone évidé suivant

I’expression :
14 _, 3
V = Veone = Vi sphere = (3R) 2R - > gnR =4nR
Or d’apres Guldin, ce méme volumeestV=S. 2z | avec S = 2-m R? et I=yg
12 - 12-n 4R
= 4zR°= R?27ys = yo=
Ty LS T
3.2 MOMENT STATIQUE
Considerons la section droite de 'y 4 S

la poutre du paragraphe 3.4 de la lecon \

3 ci-contre.

Soit M(z,y) un point de cette
section et dS un élément de surface
entourant ce point.

Fig.3.5 : Section droite
z d’une poutre

3.2.1 Définition.

On appelle moment statique d’une surface S par rapport a un axe Oy (resp Oz) situé dans
son plan, le produit de I’aire de sa section par la distance de son centre de gravite a I’axe.

Mg, = [[v.dS =S.ye
ou M., :jjz.ds =8S. 7g
Unités : Moz ou Moy [mm?®] car S [mm?]. yg[mm].

3.2.2 Remarques.

- Si I’axe passe par le centre de gravite de la surface considéréee alors zg.=yg=0
= Moz = Moy =0

- Le moment statique peut étre negatif, positif ou nul.

- Des relations ci-dessus, on peut déterminer le centre de gravité d’une surface.
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3.2.3 Exercices d’application.

Exercice 1:
Déterminons le moment statique de la surface de la figure ci-dessous par rapport a Oz.
yW A y ere 7 . — — =
1" Méthode : Moz =S. ys. or S=b.het yg=
h| 7
> Moz = b.h x h Moz =
@) b 7 = MO0z =D. > & =
Y1 as 2°™ Meéthode : M, = [[y.dS ordS=dzdy = Moz = [[y.dz.dy
dz
h' IZ[d/y & MOZ:johydy : jobzdz
O 7 h 2
=N Moz:Byz} : [x ]Z < Moz = bh
0
Exercice 2

Déterminons le moment statique de la surface de la figure ci-dessous par rapport a Oz

Yy 2
R eére n s R 4R
1™ Méthode : Moz =S.ys. Or S= et yo= —
. +__IVIETNoae Yo > Yo 3
: nR? 4R 2R°®
0] = Moz = — & Moz =
3n
X 2™ Méthode : Mo, = [[y.dS ordS=pdpdé ety=pSing
|ds_pd6 -
A _ 2 - _ 2 & o
Y[ 5 Z = Moz = [[ p?.Sin6 dp.do @Moz—jop o|p.j0 Sing do
. 0|
| > R 3
z 1 n 2R
© =3 MOZ:|:§p3} .[—Cose ]0 < Moz =
0

3.3 MOMENT QUADRATIQUE
3.3.1 Définition.

On appelle moment quadratique ou moment d’inertie d’une surface S par rapport a un
axe quelconque situé dans son plan, le produit de I’aire de sa section par le carré de la
distance de son centre de gravite a I’axe.

oz :J.J.ZZ.dS ou Iy, :”yz_ds

Unités : lox ou loy [mm*] car S [mm?]. y*[mm?]
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3.3.2 Remarques.
- loz = loy < Aire de la section est nulle.
- Le moment quadratique est toujours positif.
- Il est utilisé dans I’étude de la flexion.
3.3.3 Exercices d’application.
Exercice 1 :

Déterminons le moment quadratique de la surface de la figure ci-dessous par rapport a

I’axe Oz et I’axe Gz.

R loz = ijz.dS or dS=dzdy = loz = J.J.yz.dydz
hl 177K
o— > Ioz—J' y2dy . I dz & Ioz—[ } 2 ] & lop= -
n_ooos lez = [[y*.ds or dS=dzdy = lez = [[y*.dxdz

dz
h' Bd/ b2 1 hi2 y bh?
o— Y > |GZ_J.h/2 dy . J.b/2 iz = IGZ_[gyslhlz'[Z ]—s/z 0z = 1
Exercice 2

Déterminons le moment quadratique de la surface de la figure ci-dessous par rapport a Oz

R y loz= [[y?.dS or ordS=pdpd6 ety=pSing

LA 3
2 =loz=[(p.Sin6)* pdp.do . = log = 2N

0 3
e loz=|"pdp. [Sin?0do

y
ds_pdo _(R 3 nfl 1
A @Ioz—jo p dp.j0 (E—ECOSZOJdG

//yp \d\p
'/ oL L% 1,771, 1 " R*
o ? IOZ:{—p“} [—0——Sin26} ==z
47 1,12 4 . 42
zR* 7xD*
=loz = =
8 128
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3.3 MOMENT QUADRATIQUE POLAIRE

On appelle moment quadratique polaire M}
d’une surface plane (S) par rapport a un systéme
d’axe situé dans son plan la somme des moments
d’inertie de cette surface par rapport a chacun y
des axes.
IO:IIpZdSOr pP=xX+y !
= [[ < +y?)ds = [[x*ds + [[y*ds 0 z z
0 =lox + loy Figure4.2 : Section droite d’une poutre

3.4 RAYON DE GIRATION

Le rayon de giration de I’aire (S) par rapport a un axe Oy ou Oz est la longueur r donnée
par la relation suivante :

1/ o lor  Unités : r [mm]

3.5 THEOREME DE HUYGENS

Soit A une droite quelconque N

Soit AG une droite paralléle a A Y N
passant par G.

Soit d, la distance entre les deux droites
précedemment definies.

Le moment quadratique de (S) par
rapport & A connaissant celui par rapport a
AG est égal :

IA: |A(_;+Sd2

Figure4.3 : Section droite d’une poutre

Exercice :
Déterminons le moment quadratique de la surface de la figure ci-dessous par rapport a
3
I’axe Oz sachant que : Igz = bh™
12
yw AY
2 3 2 3
h h
i g |oz—|ez+5(nj < oz :b— + hb (hj :b_
2 3
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3.6 TABLEAU DES MOMENTS QUADRATIQUES DE CERTAINES

SECTIONS ELEMENTAIRES

Cas particuliers ez loy Ic=lo Distance des fibres
des sections extrémes
y y
z bh?® hb* bh > >
- i — (b +h =y =
hi G 1 1 12( ) v=v’=h/2
b y4
y N Y
z a’ a’ a’
— — — =v’ =al2
al G 12 12 6 VoY
a VA
Y1 ay
3 3 v =2h/3
h Z & & m(b2 + h2)
G 36 36 36 v’ =h/3
b z
ﬂd 4 ﬂd 4 ﬂd 4
=v’'=r
64 64 32 vov
T 4 4
—(D* -d
614(D4_d4) 64( ) %(D‘l—d‘l) U:U’:R
3.7 EXEMPLE D'APPLICATION
On donne ci-contre une section d’une poutre. y 1
1-Calculer I’aire de cette section droite N S
ki
2-Calculer les moments statiques Moz et Moy. ¥ o S : u’rs
3-En déduire le centre de gravité de la section © e ; ,
4-Calculer le moment quadratique loz et loy. . 2 3 | >
5-Calculer le moment polaire. NI -
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SOLUTION :
1- Calcul de I’aire de la section droite

On peut définir Sa = surface du rectangle (12 x 16) et Sb= la surface des deux triangles (b1 et
b2) non hachurés d’ol S = Sa—Sb d’ou : S = (4x16) + (8 x 8) + (8 x4) = 160 cm®.

2- Calcul du moment quadratique
Ona : Moz =Mooz + Mozz + Mozs + Moz ;

Moy = Moy1 + Mov2 + Moys + Movs

Moz = (4x16) 10 + (8X—4x E8) X2 +(8x8)x 4 =1066,66 cm®

Moy = (4x16) 8 + (8"_4 —4)+(8x8)x8 + [8’(74 (%4+ 12)] =1280 cm®
3- En déduire le centre de gravite
ZG = MOY AN : ZG = @: gcm et YG = MOX AN : YG :1066’66: 6,66cm
S 160 S 160
— (8
0oG =
(6,66]
4- Calcul du moment quadratique
|oz = |oz(sa) - |oz(Sb) = |oz(sa) - [ |oz(Sb1) + |oz(Sb2)]
3 3
= 16X127 5 AX8" _ gg74,666 cm".
|oy = on(Sa) - |oy(Sb) = on(Sa) - [ |oy(Sb1)+ |oy(Sb2)]
3 3 3
_ 16x12° | 8x4" 8x4 +(12 2 4] M8 |- 5717 33 o
3 12 36 3 2
5- Calcul du moment polaire
lo =loz + loy =8874,666 +5717,3333 = 14592 cm”*
3.8 EXERCICE DE CONSOLIDATION
Considerons la surface (S) définie par la figure ci- y
contre le repére (0,z,y). 10
ST P g,'%k
1-Vérifier que les coordonnées du centre de surface G S)
sont : zg= 15 et ys=10. A
2- Exprimer les moments quadratiques lgz et lgy ; et lg. & 5 ,
Rép: lgz =40000 mm*; lgy = 85000 mm* et oo
lg = 125 000 mm* | G, z
O = <
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3.9 MODULE DE RESISTANCE A LA FLEXION

On appelle module de résistance a la flexion la valeur du rapport entre le moment
quadratique et la distance de la fibre la plus éloignée de la ligne moyenne notee :

I I ) . ., . N
—Z(ou —%si v’ > v). Elle permet de faire un choix économique di a la forme de la

v
section d’une poutre.

Exemple

On voudrait faire un choix économique entre R
deux poutres ayant pour sections droites respectives S; J
et S,. (voir figure ci-contre : on donne r; = 0,4.r,).
Quelle est la section la plus économique et de quelle
quantité de matiere économisera-t-on ? S,

Le principe ici, c’est d’obtenir le méme module de flexion quelque soit la section

. . . | | Ly . .
utilisée. Pour cela, il sera question de comparer(—] :(—] et en déduire la section qui
1Y) 1Y)
(81 (82

consomme moins de matieres.

(IGZJ R A m(0,6)°r,° _ (1-0,6%).m.,’ 01967
— pu— — -_ ] . 2
(S1)

v

4 4 4 4

v L v

IGZ TERs e | | 3 _ 3 _ _
—= = ainsi | — =|— <R =0,784r1,"=1,=1,0845R etr; =0,65R
(S2) (s1) (s2)

Comparaison des quantités de matiere des poutres de méme longueur L.

m._phy Sk )’ -’ ~(1,084% -0,65% )an ?
- - 2

= = > = 0,7525 , M= 75,25% mo.
m, pV, S,L 7R 7R

La poutre ayant la section (S;) est plus économique, car on économise 24,75% de matiére.

3.10 EXERCICE D’APPLICATION

Soit la poutrelle en | ci-contre, déterminer : N y
. 4
1- les moments quadratiques lgz, lgy ; et Ig. | “]

2- Le rayon de giration p suivant I’axe Gz y
3- le module de résistance a la flexion o
Y4

Rép : 1- Iz = 79,6298 cm* ; Igy = 7,4456 cm” et I = 87,0754 cm*

80
N

2-p=3203mm  3- ['ﬂ]: 19907,45 mm?®

D
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CE QU’IL FAUT RETENIR (CQFR):

1- Soit la fonction f(x) dérivable sur un intervalle [a,b] avec aethb
deux réels tels que : a< x <b et 0< y< f(x). L’aire du domaine D
(fig.3.1) notée A(D), delimitee par la courbe C. et le segment

[a,0] est : A(D) = [ f(x)dx (u.a) ou A(D) = [ f (x).dx avec

s (a<x <b et f(x) <y<0)..
2- Les coordonnées X et Y du centre G de cette aire sont :

Joaf(2)de 1 [[f(2)]d
G =5

JJ f(x)de ¢ 2 [, f(a)da

3- L’aire d’une surface engendrée par la rotation d’une ligne plane autour

y
d’un axe situé dans son plan et ne la traversant pas est égale au produit CJ
de la longueur de la ligne (h) par la longueur de la circonférence S

décrite par le centre de gravité de la ligne : S = h.2x | ‘

G:

Axede T~
rotation
4- Le volume engendré par la rotation d’une surface plane homogene -l
autour d’un axe situé dans son plan et ne la traversant pas est égal au
produit de I’aire de la surface par la longueur de la circonférence SRS

décrite par le centre de gravité de la surface : V = S.2x |’ L S

;Axe de | g

rotation

5- On appelle moment statique d’une surface S par rapport a un axe Oy (resp Oz) situé dans son
plan, le produit de I’aire de sa section par la distance de son centre de gravite a I’axe.

Moy = [[zds =S. 2 Mg, = [[v.dS =S.ys Unités : [mm’].

6- On appelle moment quadratique ou moment d’inertie d’une surface S par rapport a un axe
quelconque situé dans son plan, le produit de I’aire de sa section par le carré de la distance de

son centre de gravite & I'axe : Io, = [[2°.dS ou Iy, = [[y*.dS Unités : [mm]
7- Le rayon de giration de I’aire (S) par rapport a un axe Ox ou Oz est la longueur r donnée par la

relation suivante : py = 1/ lo Unités : r [mm]

8- Théoréme de hygens : 30|ent A une dr0|te quelconque ; AG une y A
droite parallele & A passant par G et d la distance entre les deux )
droites précedemment déefinies. Alors Le moment quadratique de
(S) par rapport a A connaissant celui par rapport a AG est égal :

i Vo /
IAZIAG+Sd N

0 Zc AN z

o

9- Quelgues moments quadratiques a connaitre (voir tableau du paragraphe 3.6)
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LECON 4 : TRACTION ET COMPRESSION

Objectif spécifique : Au terme de cette legon, I’étudiant doit étre capable, pour une poutre
sollicitée en traction ou en compression :

- de déterminer son allongement dans le cas de la traction ou son raccourcissement dans le
cas de la compression, et sa contrainte.

- d’établir la loi de Hooke, le coefficient de poisson et le critére de dimensionnement.

INTRODUCTION

L’étude de la traction et de la compression est vue sous un angle experimental. A partir
de manipulations faites sur une éprouvette sur laquelle est dessinée une grille, on constate des
proprietés de déplacement/déformation qui permettront de déduire des hypotheses sur la
répartition des contraintes dans une section.

Ces deux types sollicitations sont distinctes car un certain nombre de matériaux ont des
limites de résistances différentes en extension et en compression ( Ex : fontes, bois, béton,...).
Cependant, nous arrivons aux mémes relations des contraintes et de deformation.

4.1 TRACTION
4.1.1 DEFINITION

Une poutre, ou un trongon de poutre, est sollicitée en traction lorsqu’elle est soumise a
deux actions mécaniques qui se réduisent au centre de surface des deux sections extrémes a
deux résultantes directement opposées et qui tendent a I’allonger. (figure 4.1 et 4.2). Les effort

de cohésion se s’exprime alors : S F, =Nx et > M¢(F)=02z (N>0)

Expérience sur la répartition des déformations

Considérons une poutre sur laquelle est dessinée une grille et sollicitons la en traction.
Une vision idealisée du résultat se présente comme I’indique la figure 4.2 ci-dessous.

h Lo=X > L =Xq +AX
— o .
F = =F = :ﬁ %: =
= :% 3§4
H - - Z vz
Figure 4.1 : Poutre avant application de \Zone d’¢tude
F donc avant déformation Figure 4.2 : Poutre aprés déformation

Cours dispensé par Valentin MAKOMRA , PLET en CM & DEA en Science de I'lngénieur 2013 Page 33



Ecole Nationale Superieure des Travaux Publics LECON 4
Ecg/eNaz/ oo S ,EUPE Cours de Résistance Des Matériaux (RDM) TRACTION ET COMPRESION

c/es ravaux Publics

Dans la zone d’étude :

1- La grille de longueur initiale X, s’est globalement allongée d’une longueur que nous
noterons Ax (Ax = L — L) appelée Allongement.

On appelle deformation le rapport de I’allongement Ax sur la longueur de référence X :

AX
€ = —. C’est une grandeur qui n’a pas de dimension.

XO
2- Une section droite représentée par une ligne verticale de la grille s’est déplacée pour donner
une ligne verticale plus courte.

3- Chaque carreau de la grille a subi la méme transformation. On note ainsi, un état de
déeformation homogene et constant.

Conséquences : Eu égard aux différents constats ci-dessus cités, on peut donc se faire une
idée des contraintes présentes dans le matériau :

- L’état de contrainte est homogéne et constant dans toute la zone d’intérét. Si les contraintes
variaient, la grille aurait une forme qui changerait.

- Les contraintes tangentielles sont nulles. En effet, si elles ne I’étaient pas, On aurait des
glissements des sections droites les unes par rapport aux autres. Or on constate sur la grille
gu’entre deux sections avant et apres déformation, il n’y a eu qu’un allongement de la
matiére dans la direction horizontale, qui a induit un rétrécissement dans la direction
verticale.

Ainsi le vecteur contrainte en tout point M d’une section de normale de n = x s’écrit :

R

C,, = oX avec o une constant.

4.1.2 CONTRAINTE NORMALE

A partir de la donnée précédente, la relation intégrale du paragraphe de la lecon 3 s’écrit
alors :

Zﬁn{ = NX = ”’Sq’.ds me: N.;:IISG.;dS
-~ <—
ZMGiﬁmD:o:”sG—MAa.ds NYAGNE [[.GM A(ox)ds

Comme o est constante sur la section S, on a alors :

S Fu= NX = jsc.;ds = c?”sdsz 6.S.Xx car deS=S
= N=06S = c=E
S

S M. (Fr ) = [[[GM A (o.x)dS =0 car G est le centre de lasurface, [[GM dS = 0
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Au bilan, La seule contrainte non nulle dans la section droite de normale ;, de surface S, est

la contrainte normale ¢ qui est constante sur la section et s’exprime en fonction de I’effort
normal par la formule :

N [6] MPaou Pa avec 1Pa = 1N/m*= 10" daN/cm’.

G:

4.1.3 REPARTITION DES CONTRAINTES
La répartition des contraintes est preésentée sur la figure 4.3 ci-dessous.

Fig. 4.3 : Répartition des contraintes.

4.1.4 ESSAIDE TRACTION
4.1.4.1 Principe

En vue de déterminer une ou plusieurs caractéristiques mecaniques d’un matériau, on
applique progressivement a une eprouvette de ce dernier, de section circulaire, carré ou
rectangulaire, deux forces égales et opposées suivant son axe. Sous I’action de ces forces,
I’éprouvette s’allonge jusqu’a rupture.

Eprouvettes : Elles comportent une partie calibrée soigneusement polie. Cette zone
centrale est raccordée aux extrémités par des conges de rayon R. Les tétes d’amarrage, non
normalisée, sont adaptées aux machoires de la machine a traction.

R © So Rccsl

L L

Fig.4.4 : Forme et dimension de la partie calibrée

So : Surface circulaire de diameétre d ; Sp : Surface rectangulaire telle que % <

Lc : Longueur calibrée : Lo + % < Lc £ Lo+ 2d; Lo : Longueur entre repéres : il s’agit de la

longueur utilisée pour I’étude de I’allongement.
Suivant les puissances des machines de traction, les éprouvettes de section circulaire

doivent satisfaire a la relation : Lo = K /S, avec K =5,62.
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Machine de traction

Essentiellement deux méchoires dans Y
lesquelles  sont maintenues les tétes
d'amarrage de I'éprouvette. Sous l'action du
mécanisme  (machines  de  traction
mécaniques) ou sous I’effet de la pression de
I'nuile (machines de traction a piston) ces
maéchoires s'écartent exercant ainsi les forces
de traction suivant I'axe de I'éprouvette.

Enregistrement

Machoire
Mobile

Plume courbe

Tambour

Des appareils adaptés & la machine de |="*9"*"*f

tractlc_)n (dynamometre, Manometre, | g onsometre j
enregistreur) permettent de mesurer et| g ouvere ]

d'enregistrer a tout instant la charge et | Machoire fixe A /] I_\ Fig.4.5 : Machine
' 1A I\Béﬁm'lijt de tracti
I'allongement correspondant de I'éprouvette. e traction

4.1.4.2 Diagramme de traction et interprétation : cas d’'un acier inoxydable.

Caracteéristiques de I’éprouvette : Forme cylindrique d’acier inoxydable ; La zone utile de
I’éprouvette a une longueur Ly = 150 mm et une section S dont le diametre est Dy = 15mm.

On a mesuré au cours de I’essai la 1000

force exercée sur I’éprouvette, qui est ici %00 — ——

exactement I’effort normal N vu par toute %

section droite de la zone utile, ainsi que g b

I"allongement AL de la zone utile. Puisona % s,

représente au cours de I’essai I’évolution de g ixo0 {

la courbe effort normal N en fonction de %00}

I"allongement AL. Cette courbe comporte ~ *°F

deux zones : bl T U PO PO T
. i 00 100 20.0 30.0 400 50.0 60.

1- la premiere zone donnant la courbe - re ot Allongement AL (mm)

de [I’effort normal en fonction de lazonedélimie

I'allongement est linéaire est appelée la  *°F

zone élastique. 500 J—

2- La deuxieme zone de la courbe est 400+ /]

appelée la zone plastique, suivie de la iso_oé /

striction (étranglement) et de la coupure. 2 //

NB : On ne s’intéressera ici qu’a la partie LSLME /

élastique linéaire de la courbe. Pour ce, on 100

a réalisé un zoom pour AL variant entre 0 Y} A REEETETY EUUTEUTETS FETTTTTET A FYITE P S

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

et 0,6mm. Allongement AL (mm)

Fig.4.6 : Courbe N =f(AL) (essai de traction)
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Or on sait que o = N/S. L’effort s 300
normal est donc proportionnel a la surface. Re"< T
Pour caractériser uniquement le materiau, , . /
ey _ . , /
indépendamment de la section de 250
I’éprouvette, il faut donc s’intéresser a la / /
contrainte normale. 200

De la méme maniere plutdt que de
s’intéresser a un allongement AL d’une
partie de I’éprouvette de longueur utile L,
nous allons nous intéresser a une quantite
sans dimension appelée allongement
unitaire ou déformation (g ).

02
Rp

150 / /
/

Q
S
Q
[end
>
«Q
<

T~
T~

100

N
T~

Contrainte o (MPa)
S

/
/

= Limite pratique d’élasticité a 0,2%. 0.0 01 0.2 0.3 0.4 0.5
Déformation g (%)

NN

Re = Limite élastique
Figure. 4.7 : Diagramme o = f(Al)

Remargue
Lors de certains essais (cas des essais trés durs),  wsrr
Fe et par suite Re ne sont pas apparents (figure ci- g
contre). On convient de tracer une parallele a la Re - —#" Courbe de traction
partie rectiligne de la courbe pour un allongement dun acier tras dur
de 0.2%. L’intersection de cette paralléle avec la La droite OF ast
courbe donne la limite conventionnelle d’élasticité. parall2le 2 (mE)
L,-L S
e =A% = —2—"9 avec Ly = longueur ultime. o 02 % At
(6] . . . \
Fig. 4.8 : Diagramme aciers trés durs
Conséqguence :

Les matériaux (poutres) en RDM sont supposes travailler dans le domaine élastique. Pour
cela quelque soit I’ouvrage effectué, il faudrait que la contrainte dans les poutres encore
appelée contrainte admissible notée : .4y, SOIt inférieure a la contrainte élastique.

Gr
OCadm — ?< Ce

4.1.5 LOI DE HOOKE (Relation Contrainte/déformation)
Dans le domaine élastique, il existe une proportionnalité entre contrainte et déformation.

o = contrainte (MPa)

€= AL / allongement unitaire élastique

c=-Ec¢ Lo

E = Constante de proportionnalité appelée module de Young ou encore
module d’élasticité longitudinale. C’est un caractéristique mecanique des
matériaux.
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4.1.6 RELATION ENTRE L’EFFORT NORMAL (N) ET L’ALLONGEMENT (AL)

: . N AL
De la relation précédente, on a : S =E— = AL = ELSO

0

4.1.7 COEFFICIENT DE POISSON

Lorsqu’un matériau subit une déformation dans une direction (g, longitudinale), il en
subit aussi une autre dans I’autre direction (g; transversale),. On constate expérimentalement

que le rapport 1 est constant pour un matériau donné. Ce rapport est appelé coefficient de
&
Poisson et est noté : v Onadonc: & =y .
gt
Cette relation est due a la contrainte de Poisson ou module de rigidité transversal G qui

est lié au module de rigidité longitudinal par la relation G = 2(%) unité : daN/mm?.
+0U
Le coefficient v est borné : il est positif et inférieur a 0,5. En effet si v était négatif, on
aurait une augmentation du diamétre d’un barreau en traction. La limite supérieure de 0;5
correspond a un matériau incompressible.

4.1.8 RELATION DEFORMATION / DEPLACEMENT

Nous avions vu que la déformation longitudinale ¢ est directement liée a I’allongement
lorsqu’elle est homogene sur toute la longueur de la poutre par la relation € = AL/Lo.

Mais si ¢ varie en fonction de I’abscisse x le ¥ dx
long de la poutre, cette relation est limitee.
Pour_determlner une expression plus générale, 4 5
On isole un petit troncon de poutre de 2 X

- - - % %
longueur dx d’abscisse a I’origine X, tel U(x) U(x + dx)
qu’indiqueé sur la figure 4.7 ci-contre. Fig.4.9 : Petit trongon de poutre en

traction

On note u(x) le déplacement du point d’abscisse x et U(x+dx) le déplacement du point
d’abscisse x+dx. Ainsi si g(x) est la déformation du petit troncon de poutre de longueur dx,
e(X) est le rapport entre I’allongement du trongon soit U(x+dx)-u(x) et la longueur du trongon.
U(x +dx) - U(x)
dx
comme suit ; en ajoutant une petite variation du déplacement du(x), soit :

U(x + dx) = U(x) + dU(x). On en déduit donc : &(x) = %: %
X X

Donc : g(x) =

or le déplacement U(x+dx) en fonction de U(x) s’exprime

g(x) = =
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Application :
Si on applique cette relation a une poutre de longueur L, encastree a son origine, et dont

le déplacement du point extréme est u(Lo) = AL, et si la déformation est homogene sur toute la
longueur,ona:dU=¢cdx.

= [“dU = [“edx < U(Lo) - U(0) = el
Or U(0) = 0 car encastrement en 0 et U(L,) =AL

. AL
Onretrouve : eLo = AL soite = —
0

4.1.9 CONDITION DE DIMENSIONNEMENT

Pour dimensionner la poutre deux criteres peuvent étre utilisées a savoir : le critere en
contrainte et le critére en déplacement :

e Le critéere en contrainte traduit le fait que le matériau doit rester dans la zone élastique
(Cagm < Rp = &.). On prend classiqguement en compte un ccefficient de sécurité s > 1 pour
S

vérifier ce critere qui s’écrit alors : oagm < —
S
e Le critere en déplacement traduit que le déplacement en un point M (considéré comme
maximum) doit rester inférieur a une valeur donnée dépendant des conditions d’utilisation
So U(M) < Ulim

4.1.10 EXEMPLE D'APPLICATION

Un pyl6ne est maintenu par 4 cébles en acier, de longueur
10 m et de diametre 10 mm, munis a I’extrémité inférieure d’un
tendeur. Ils sont rectilignes, de masse négligeable, de module Cable
E=2,1 10° MPa et de contrainte élastique limite c,= 60MPa. On 4
agit sur le tendeur.
1- Quel est I’allongement maximal autorise ?
2- Quel est [Peffort normal maximal d’extension

admissible ? .
Fig.4.10 :
Solution
1- Allongement maximal :
on sait que : op, = E. AL = Alpai = Te-Ly AN : AL = M: 2,8 mm
L, E 2,110

2
ﬂd :> Fmaxi = O'pe .Ttd2/4

2- on sait que : ope = % Or Nmaxi = Frmaxi €tS =

AN : Fraxi = 60 . 1.10%/4 = 4710 N
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4.2 COMPRESSION

4.2.1 DEFINITION

Une poutre, ou un trongon de poutre, est sollicitée en compression lorsqu’elle est
soumise a deux actions mécaniques qui se réduisent au centre de surface des deux sections
extrémes a deux résultantes directement opposees et qui tendent a la raccourcir. (figure 4.12).

Les effort de cohésion se sexprime alors : ' F, =Nx et Y Mg(F,)=02z (N<O0)

Lo=X
< 0 > — L =Xg- AX ,
F =F ~ :ﬁ:ﬁﬁg -
Figure. 4.11 : Poutre avant application de _ —*ﬁﬁ — _
= . . Figure. 4.12 : Poutre aprés déformation
F donc avant déformation

4.2.2 REMARQUE

Lorsqu’une poutre rectiligne est sollicitée par un effort l

axial de compression, deux cas se présentent généralement : 3

\

I

)
7

Fig.4.13a  Fig. 4.13b

- soit la poutre (courte) se comprime on parle de
compression simple (figure 4.13a)

- soit la poutre (moyenne ou longue) fléchit : on parle de
flambement (figure 4.13b)

L’étude d’une compression simple, comme souligné a I’introduction, conduit aux mémes
relations des contraintes et de déformation que celle de la traction. Ainsi, cette ne sera pas faite
dans cette partie.

Dans le cas d’une poutre subissant le flambement, une étude est faite au chapitre 8.
4.2.3 EXEMPLE D’APPLICATION
Un tube de longueur 1m et de diameétre extérieur 60mm d’épaisseur

3mm comme I’indique la figure 4.14 est soumis a un effort de compression
de 3000N. Ce tube est en acier E = 2,1 10° MPa.

1- Determiner la contrainte de compression dans le tube

2- Calculer le raccourcissement du tube. Figure. 2_14
Solution
] o N _ _ 2 2 _ 4F _ 2
1-onsaitque:o=— OrN=F etS=n/4(D°-d") = 6= ————-=10,89 N/mm
S z(D*-d?)
2- Calcul du raccourcissement :
on sait que c—%—EA—L — AL= T ANGAL= %z0,0Mmm

0
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CE QU’IL FAUT RETENIR (CQFR):

1- Une poutre, ou un trongon de poutre, est en traction/compression deés que :

S Fy=Nx et Y Mg(F,)=07z

si N> 0: Traction —si N <0 : Compression.

2- La seule contrainte non nulle est la

contrainte normale o qui est

uniforme dans la section droite S et
définit par :

_ N
c__
S

Traction : N>0 =o>0 :
Compression: N<0 = o<0 Cas de la traction

3- La loi de Hooke donne la relation contrainte déformation (dans le domaine élastique dans les
deux cas de sollicitation) :

NL,

o =& E. (E=module de Young et ¢ = AL—L) soit AL =
0

Traction : N> =AL>0
Compression: N<0 = AL <0
4- La relation entre la déformation dans une direction transversale a celle a la direction de

traction est ; v = — -t (v est appelé coefficient de poisson)
€

5- la relation entre le module de rigidité longitudinal E et le module de rigidité transversal G est :

G=_"  unité : daN/mm>
2(L+v)

6- Relation entre la déformation et le déplacement est : g(x) = %
7- Conditions de résistance : critere des contraintes.

. R . o : -
En traction : 6,gm < 6pe  avec ope = —= ( contrainte pratique a I’extension) et s coefficient
S

de sécuritée > 1

*

. R . L .
ENn compression : Gagm < Opc  aVEC Gpe = —= (Gp : CONtrainte pratique a la compression et
S

R, : limite élastique en compression)
s . coefficient de sécurité > 1

8- Conditions de résistance : critére des déplacements
So U(M) < Uy, avec s coefficient de sécurité >1.
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LECON 5 : CISAILLEMENT

Objectif spécifique : Au terme de cette legon, I’étudiant doit étre capable :

- de déterminer la contrainte de cisaillement d’une section.

- d’établir la loi de Hooke, I’équation de la déformation élastique, et la condition de
rigidite
5.1 DEFINITION

Une poutre, ou un trongon de poutre est sollicité au
cisaillement simple lorsqu’elle est soumise a deux actions
mécaniques de liaison qui se reduisent dans une section
droite (S) a deux résultantes directement opposées et
perpendiculaire a I’axe de la poutre. La section (S) de la
poutre est appelée « section de cisaillement » ou « section
cisaillée ».

5.2 EFFORT DE COHESION

Remarquons a la figure 5.4 ci-contre que la section ne
se cisaille pas dans le plan (ab), mais dans une section
voisine. On note aussi qu’avant la rupture, il y a une
déformation de la section suivant un angle tres petit y
appelé angle de glissement ou de déviation dépendant de la
nature du matériau étudie.

Ainsi, en considérant la coupure fictive en Sy, on
démontre que Za:TyV et ZI\/IGH{':-F. AX 7

Dans les conditions de cisaillement pur, Ax est tres
petit par conséquent, les efforts intérieurs s’ecrivent alors :

SF =T,y et SMglFy)=02z

5.3 ESSAI DE CISAILLEMENT REEL

A
Soit une poutre P encastrée parfaitement dans la :;y
machioire M de la machine d’essai. Appliquons lui un ////ﬁ . a
effort de cisaillement uniformément reparti dans le plan (So) Py
(S) et soit F la résultante en A de I’action mécanique | 7 - G s >X
associee. (fig.5.4). Eprouvette |
M |E figsa

Cours dispensé par Valentin MAKOMRA , PLET en CM & DEA en Science de I'lngénieur_2013 Page 42



Ecole Nationale Supérieure des Travaux Publics
Eca/eNaz/ o Spe ,euﬁi Cours de Résistance Des Matériaux (RDM)

c/es ravaux Publics

LECON 5:

CISAILLEMENT

La figure 5.5.a donne

I’allure de la poutre cisaillée et AX
5.5.b istré // 77

la courbe enregistrée

donnant la relation entre (So) @
I’intensité de la résultante F etle | %4 "~~~ GT* -
glissement transversal Ay de la Eprouvette
section (S) par rapport a la

section d’encastrement (Sp). fig.5.5.a

5.4 ETUDE DE DEFORMATION

Ay(mm)

Fig.5.5.b

D’aprés fig.5.5.b, on note que dans la zone de deformation élastique, le glissement
transversal Ay et I’effort de cisaillement F sont proportionnels, c’est-a-dire : F = k .Ay. Ici la

valeur de k dépend des dimensions de I’éprouvette.

F/IS

Par contre, si nous avons : (IS - B
C
- enabscisse : y= 4y appelé glissement relatif ou déviation (FiS)a - S
X
- en ordonnée % . effort unitaire de cisaillement,
On obtient une courbe identique mais qui ne dépend que du 0 !
materiau de I’éprouvette. On I’exprime alors comme suit : fig.5.5.c
F_e G : module d’élasticité transversale ou module de coulomb.
S X
5.5 ETUDE DES CONTRAINTES
5.5.1 CONTRAINTE TANGENTIELLE MOYENNE DE CISAILLEMENT
La figure 5.6 ci-contre montre un boulon sollicité au A,:
cisaillement sous I’action de deux forces contraires et égales. 7270
Détail A
Hypotheses : .
- T est la résultante des efforts uniformes
repartis et agissant dans le plan de la
. S
section (ab).
- La répartition des contraintes est uniforme
sur toute la section (ab).
La Contrainte tangentielle moyenne de b
cisaillement est définie par : T = % unité : [daN]
Fig.5.6 :
5.5.2 LOI DE HOOKE
La relation (1) du paragraphe 5.2.4 peut s’écrire sous laforme : T = G vy .
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5.6 CONDITION DE RESISTANCE

Pour qu’une piéce sollicitée au cisaillement puisse résister a cette derniére, il faudrait que
la contrainte moyenne au cisaillement admissible t reste inférieure a la résistance pratique au

. Ry . . actinisk :
cisaillement Rp: t© < Rp or Rp= —> ou Ry = limite d’élasticité au glissement et s: le
S

coefficient de sécurité.

5.7 EXERCICE D’APPLICATION

Dans la reéalisation des fermes pour une /\
construction, on a assemblé des profilés dont les |
coupes partielles sont représentees comme I’indique les | F )
figures ci-contre a I’aide d’un rivet en acier doux de | < |
diametre 14mm dont la contrainte tangentielle pratique \_/ Fig. a
est t = 70 MPa. L’effort de traction maximal sur les
fers plats est F = 15.10°N.

Question :Verifier si ce rivet de diametre ¢14 peut | <—
supporter I’effort de traction en présence dans les deux

cas de figure. __J Fig. b

Solution :

Cas de la fig.a :

F

2 —

Condition de résistance a la rivure : Tmoy < Tp avec Tmoy = F/S < FIS< Tp <

4
> 4k AN :d> JM = 16,52 mm ; = d > 14 mm = mauvais choix.
\ 775 .70

F
2.8

Cas de la fig.b : (Ici le rivet est sollicité au niveau de deux surfaces) = Tmoy =

3
=d> 2F AN :d> JM =11,68 mm ; d< 14 mm = bon choix.
\ 775 .70

CE QU’IL FAUT RETENIR (CQFR):

1- Une poutre, ou un trongon de poutre, est sollicité au cisaillement alors :

SF =T,y et SMglFy)=02z

2- La Contrainte tangentielle moyenne de cisaillement est définie par : T = % unité : [daN]

3- La relation entre la contrainte et le glissement relatif est donnée par: T =G y.
4- La condition de résistance au cisaillement est définie par : t<Rpavec Rp= —
s

ou R, = limite d’elasticité au glissement et s : le coefficient de sécurité.
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LECON 6 : TORSION |

Objectif spécifique : Au terme de cette legon, I’étudiant doit étre capable :

- de déterminer la contrainte de cisaillement d’une section.

- d’établir la loi de Hooke, I’équation de la déformation élastique, et la condition de
rigidite

6.1 DEFINITION

Une poutre, ou un trongon de poutre cylindrique est | -Mg, 61 ;
sollicité en torsion simple lorsqu’elle est soumise a ses B et
deux extrémités par deux couples opposés dont les "
moments sont paralléles a la ligne moyenne. (fig.5.1)

Fig.6.1

Les efforts de cohésion s’exprime alors : Zﬁn{ =0y et > Mg ﬁm' = Mt x

6.2 HYPOTHESE
Les poutres étudiées sont des cylindres de révolution a base circulaire donc des poutres
droites a section circulaire.
Cette restriction est due au fait que :
- toute section non circulaire ne reste pas plane et se gauchisse,
- la contrainte de cisaillement qui est perpendiculaire au rayon vecteur ne peut pas étre
tangente au contour non circulaire de la section.

6.3 ESSAI

On trace avant I’essai, une genératrice
M;:M; du cylindre. On applique a I’extrémite (S,)

de centre de surface G, un couple HMGZ

qu’on

fait croitre lentement.

On constate que la génératrice M;M, se
déforme suivant une helice M;M’,.

Lorsque HMG2 croit, un dispositif

enregistreur permet de mesurer 1. (fig.5.3).

Cours dispensé par Valentin MAKOMRA , PLET en CM & DEA en Science de I'Ingénieur 2013 Page 45


ABRAHAM
Typewriter

ABRAHAM
Typewriter


@)%Tr Ecole Nationale Supérieure des Travaux Publics i
T ! o LECON 6:
Eﬁ”"ﬂa’”‘“ ,-WE Cours de Résistance Des Matériaux (RDM) TORSION

deslravaux Publics

Dans la zone OA ol Mg, < Ma , I’angle y est | Me2
proportionnel a Mg, . Si on annule Mg, , I’éprouvette | pg, —ooe? B
reprend sa forme initiale. !

Dans la zone AB ou Mg, > M, , I’angle y
devient plus importante et permanente.(ie si on annule
Mg, , I’éprouvette ne reprend plus sa forme initiale).

L’Essai se termine en B par la coupure de o) y'A v
I’éprouvette. Fig.6.3

6.4 ETUDE DES DEFORMATIONS

Dans la zone OA ou Mg, < Mj, la courbe (droite) peut s’écrire: Mg, = K.y.
Remarquons que I’angle y ne caractérise pas la déformation de torsion de la section droite. Il
faut donc definir un angle de torsion au niveau de la section que I’on notera 6 .

Considérons un petit éléement de longueur dx d’une fibre, M;M, avant déformation et
M;M apres déformation elastique. (fig.5.4)

_ pdo
y T odx
- B . 0 : rotation de la section due a la déformation
s X y : Déformation en cisaillements.

do . .
™ > angle unitaire de torsion
X

Fig.5.4 p : rayon de la section

Il nous faut maintenant connaitre la répartition des contraintes et des déformations dans
la section.

6.5 ETUDE DES CONTRAINTES
6.5.1 EFFORTS DE COHESION

Considérons les efforts élémentaires de cohésion df dans la section -
droite (S). La théorie de I’élasticité permet de démontrer que les forces de af
cohésion sont dans le plan de (S) perpendiculaire au rayon GM. On définit
donc :

o ®
- la contrainte tangentielle au point M : 7 =3
S
- le moment en G des efforts de cohésion : E:IISCE—MA§ et par
projection (G,x) ona : M, :”S p.r.ds Fig.6.4
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6.5.2 LOI DE HOOKE (Relation Contrainte/déformation)
Dans le domaine élastique, il existe une proportionnalité entre contrainte et déformation.

T = contrainte de cisaillement (MPa)

vy = déformation au cisaillement

T=G.y |G = Constante de proportionnalité appelée module de Coulomb ou encore
module d’élasticité transversale. C’est un caractéristique mécanique des
matériaux.

6.5.3 CONTRAINTE-MOMENT DE TORSION
D’apreés les relations du paragraphe 5.1.5.1 et 5.1.5.2,on a:

Gdo 24 _ Gdg dgo M, _M,.p
M, = tds= —- 2 | — =t
i dx L ix ° dx Gl, Iy

E”'Ei

6.6 EQUATION DE LA DEFORMATION (Relation déformation et moment de

Iy
T= avec v = pmax €t —= module de torsion.
L

torsion)
Onsaitque : T = G.p.d—e et T =M.r = G_p_d—ez Mi.p
dx I dx I
—do=M gy o jd@ ILMt — p=McL
Gly Gl,

6.7 CONDITION THEORIQUE DE RESISTANCE

_T
Tmax = Tp —?e

6.8 EXERCICE D’APPLICATION

Considérons la poutre encastréee en A et B ? ?
soumise a une torsion en O comme I’indique é MO(? /
la figure ci-contre. Déterminer les moment de % A 5 B |/
torsion intérieur de chaque section. On donne Z é
Mo = 1KN.m. L 1m 3m ’
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Solution :

Ma + Mg = Mo (1) = Systéme hyperstatique

M,.AO M;.BO
Pa0 = Ppo & —2 =—F% = Ma=3M; (2)
Gl, Gl,

MAL' MOG, MBf.
(2) dans (1) = Mg= Mg /4 =250 N.M A O

Ma= 750 N.M L, 1m
- Entre AO M; = -Mup =
- Entre OB M; = Mg -Ma

3m

-~

CE QU’IL FAUT RETENIR (CQFR):

1- Une poutre, ou un trongon de poutre, est sollicité en torsion alors :

zazoy et ZMGia':Mt; et Mt:”Sp.r.dS

2- Larelation contrainte et déeformation(glissement relatif) est donnée par :

T = contrainte de cisaillement (MPa)

vy = déformation au cisaillement

T=G.y |G = Constante de proportionnalité appelée module de Coulomb ou encore
module d’élasticité transversale. C’est un caractéristique mécanique des
matériaux.

rd — do

Oory=— = T=G.p.— ou LU - angle unitaire de torsion
dx dx dx

3- L’équation de la déformée est donnée par la relation : 6 = M, L :

0

. , - .. PP _T
4- La condition de résistance au cisaillement est définie par : Tymax < Tp =—

S
ou T, = limite d’élasticité au glissement et s : le coefficient de securite.
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LECON 7 : FLEXION SIMPLE

Objectif spécifique : Au terme de cette legon, I’étudiant doit étre capable, pour une poutre
sollicitée en flexion simple :

- de calculer sa contrainte

- d’établir I’équation de sa déformée et calculer la fleche et la pente de la courbe
correspondante.

7.1 DEFINITION

Une poutre, ou un trongon de poutre, est sollicitée en flexion simple si et seulement si les
efforts intérieurs se présentent sous la forme suivante :

SEL =T,y et Y Mg(F)=Mf, 2

Si T, =0, alors on parle de flexion pure.

7.2 RELATION ENTRE L’EFFORT TRANCHANT ET LE MOMENT DE
FLEXION

Soit une poutre sollicitée en flexion (figure 6.1), considérons un petit trongon de cette
derniere compris entre les abscisses x et x + dx tel qu’il est représenté sur la figure 7.2.

z z C? G’
"""" X X+dx

Ty 1 y P
. E yli mew )

Fig. 7.1 : Poutre sollicitée en flexion

Fig. 7.2 : Trongon de Poutre.

On suppose que les efforts extérieurs qui s’exercent sur ce trongon sont une charge
lineique uniforme sur toute la longueur dx.

En isolant le trongcon de la poutre de longueur dx on a comme bilan des actions
mécaniques extérieures sur le trongon:

—EnGona:Z?

=T,y et MR, )=Mf, z
-EnG’ona: Y F, =(Ty+dT))y et S Mg(F, )= (Mf, +dMf,)z

- Charge linéique : -p V
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PFSen G’ -T,+ T, +dT,-pdx=0
- Mf, + Mf, + d Mf, +T,dx +%pdx2 =0

_ S 1 s
En négligeant les terme du second ordre de I’équation du moment (ie Epdx2 =0) on a déduit :

dﬂ:p et d fy:_
dx dx

Remarqgue : La deuxieme relation permet de vérifier la cohérence du torseur des efforts
intérieurs calculés.

7.3 DETERMINATION DE L’ALLONGEMENT &

Fig. 7.3 : Poutre sollicitée en flexion

La figure 7.4 représente le troncon (T) de la
poutre avant et apres deformation. Le probleme est
d’évaluer la variation de longueur d’une fibre ab
d’ordonnée y par rapport a la ligne moyenne. Cette
fibre aprés déformation se transforme en ab;.

Remargue : On constate que les fibres situées
au dessus de la fibre moyenne se raccourcissent,
tandis que les fibres situées sous la fibre moyenne
s’allongent. La fibre moyenne ne change pas de
longueur : on I’appelle aussi fibre neutre.

Conséquence:

- Les fibres s’allongent ou se raccourcissent et sont
donc soumises a des contraintes normales. (fig. 7.5)

- Entre chaque fibre, on a des variations de longueur
qui induisent des contraintes tangentielles. On a donc
a la fois des contraintes tangentielles dites

longitudinales dans le plan (z,x), et par reciprocité,
des contraintes tangentielles transversales (dans le

plan (;{ ,37). (et figure 7.6).

Fig. 7.4 : Troncon de Poutre.

Cours dispensé par Valentin MAKOMRA , PLET en CM & DEA en Science de I'lngénieur 2013 Page 50



?i Ecole Nationale Supérieure des Travaux Publics LECON 7:
Eco/eNatl opse Spegire Cours de Résistance Des Matériaux (RDM) FLEXION SIMPLE

c/es ravaux Publics

O'max
y
yeey | |l 0 G [ 1 1
G X
Z l ] 1
LD
~Omax
Fig. 7.5 : Répartition linéaire des contraintes Fig. 7.6 : Répartition linéaire des contraintes
normales dans I’épaisseur tangentielles dans la largeur
La déformation de cette fibre s’écrit € = ALL = ab, I-oab avec ab; = (p-y) da et ab = dx
a
—g= = (p-y)da-dx (p-y) do 4 Or, on sait que p = X gong L = d@
L dx dx do p dx
:>a:1y.d—a 1:yd—a:X. D’ou s:X
dx dx p P
D’apreés la loi de Hooke, ona:c=E.e d’ou o = 4
P

7.4 RELATION CONTRAINTE NORMALE / MOMENT FLECHISSANT
On sait que : T,y = Il Cy .0S et Mfz z = Il GMAC,, .dS

Pour déterminer la relation recherchée, |I suffit de prOJeter le moment de flexion sur I’axe
surl'axe z < Mfz = ” GMAC,, dS.z OrC, = GX +Ty

En s’intéressant unlquement aux contraintes normales, on ne prend en compte que la

projection du vecteur contrainte sur I’axe x = C,, .X = G = ey
p

= Mfz

”SG—MA o.X dS. Avec GM =Xx.X +y.y—

—Mfz = [] -cy dS. Aveco = E.2 On obtientainsi : Mfz =—= [] y2.dS.
p p

Or ”Syz.ds = Isz (Moment quadratique)

On obtient alors : Mfz :—E. Iz et comme oot On a finalement :
P y P
_ Mfz
IGZ
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LECON 7:

FLEXION SIMPLE

7.5 EQUATION DE LA DEFORMEE
7.5.1 DEFINITIONS
1- On appelle équation de la déformée notée y(x)

I’équation de la courbe caractéristique de la ligne |
moyenne apres deformation (figure 7.7). l X Wy(_x)
2- La ligne moyenne aprés déformation est aussi | ° A2 b A

appelee déformée et la valeur de la déformee en un Fig. 7.7
point est appelée fleche.

7.5.2 EXPRESSION DE L'EQUATION DE LA DEFORMEE

: Déformée de la ligne moyenne

Soit représenté a grande échelle le trongon
ab,(figure 7.8) de la déformée de la figure 7.7. MY .
est la pente de la courbe élastique au point a. L do d
S Ay) _ dy q gy / Do
tan = lim == =>op=—(1 @ 1

e AHo(ij dx ¢ dx() . —

Op1 =@+ doe = do= @p-@a=do = a :

1 _da dqo 0 S
= E v (2) et (1) dans (2) X Ax N
L 1_de _ dzy Fig. 7.8 : Trongon AB de la Poutre.

p dx dx?

2
Or: o, =E.c, _E.y__Mfz.y:EZ Mfz:dyz/
p le, p Elg dx
_Mfz _ d%y
Edg, dx°
Remargue NIz do

La pente de la courbe en tout point M de cette derniére i E.lg, T dx

est donnée par la relation :

7.6 CALCUL DE LA FLECHE ET DE LA PENTE
7.6.1 METHODE DE DOUBLE INTEGRALE

Procédure
Il s’agira :

- de determiner les expressions des efforts tranchants (T,) et des moments fléchissants

(Mf;) suivant les zones,

- puis de remplacer les expressions des moments fléchissants (Mf;) obtenus ci-dessus
dans celle de I’équation de la déformée et enfin la résoudre pour obtenir la fleche et la

pente en tout point de la poutre suivant chaque zone.
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Application l F
Soit la poutre sur deux appuis ci-contre. ~ 2
Déterminer la pente et la fleche aux points A, 7% |

Figure 7.9 :
1- Expression des équations des actions de cohésions.
a- Détermination des actions
inconnues en A et B. é; A C é; B
i 1/2 1/2 A
PFS = Ra=Rg=F/2. ] / | / |
y ‘
b- Tableau de Ty et Mf;. e 2
X
0
X A-C C-B EP2
T F F § X
’ 2 2 0 == | JuEs
T
Mf Fx Fax
z 2 2 Fli4 1
- Mfz
0 — 0
4
2- Détermination de la fleche au point C.
2
Méthode de résolution : On sait que Mfz__ d 32/— (1
E.lg, dx
1) = dy JM—]ch +C, Or j—y:(p = E.IGZ_(p:J.Mfz.dX+C1
X
y= j(j Mfz dx+Cl]dx+C2 = E.lgzy = IE.IGZ.¢dx+CZ
Les équations étant écrites, il reste a déterminer les constantes C,, C, ,C; et C,.
» Entre A-C : . F
Elez Y :EX
Elg,@ = Exz +C, (1) ol C, et C, sont a déterminer
F s
Elsy, = Ex +Cx+C, (2)
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» Entre C-B £l . F ‘. F |
dez-Y2 = 2 5
F Fl
E.le,.0, :_ZX2+?X+C3 (3)

Elg,y, = —£x3+%lx2+csx+c4 4)

ou C; et C,4 sont a déterminer
Pour déterminer C,, C,, C; et C,, utilisons les conditions aux frontieres.

-EnAdonca x=0, y;=0  alors I’équation (2) = C,=0
-EnBdoncax=1, y,=0 alors I’équation (4) = %P +C,l+C, =0

-EnCdonca x = 5 la deformeée étant continue ; on a une fléche et une pente unique :

y: (12)= wd&)¢>%g %q:—%g+ig ;c +C, -%;_—cé?+cé+c
@ﬂm)thQCD%g cﬁ-—%g+s;+cs :~%;:cg—q

C, =0 C, =0

|g+c4=—%; Q=—%g

cs-cl=-{;|2 c4-—€%;

~ ( F , FI 3F|2j ! ( F . Fl , 3FI? Flsj

@,(X) = ——X +—X- et y,(x) = —— X" +—X" - X+—
Elg, | 4 2 16 Elg, | 12 4 16 48
Détermination des pentes et des fleches.
En A (x=0) ¢,(0) =- FI’ et y,(0=0
16E.1,,
EnB (x=l) oy =—F— et y,() = 0
16E.1,,
En C (x=1/12): @,(12) = ¢,(1/2) = FI’ et y,(112) = y,(1/12)=— FI
8E.l, 48E.I,
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7.6.2 METHODE DE MOHR OU DES AIRES DES MOMENTS FLECHISSANTS

La méthode de Mohr a pour objet de determiner la fleche en calculant les moments des
charges fictives par rapport au point considéré a gauche ou a droite.

Procédure
Il s’agira :

- de determiner les expressions des efforts tranchants (T,), des moments fléchissants
(Mf) et de tracer leur diagramme respectives,

- puis determiner les charges fictives du diagramme du Mf3.

- Et enfin déterminer la fleche en calculant les moments des charges fictives par rapport
au point considéré a gauche ou a droite

Application (Reprenons I’application précédente)

Tableau de Ty et Mf. lF
A C B
X A-C C-B 7% -2 | 112 74 ér ;
[ |
_F F N Ra -
Ty 2 2
F F °
Mf —X —(I-x)
z 2 2 Fua 4
. Fl . Mfz
4 Le diagramme du moment fléchissant ci-
dessus représente le diagramme des charges
fictives a 1/EI pres

o - 1/4. |2
Ainsi, la charge fictive entre A-C est : Rac = i[ Fl/4 I/Zj - F
El 2 16.El
2
la charge fictive entre C-B est : R g = i[ F'I/4'I/Zj - F
El 2 16.El
- Fl2
la charge fictive totale entre A-B est: R =: Rac + Repg == SEl
Le systéeme étant symétrique, le PFS appliqué au systéme sollicité par les forces fictives
2
donne : Rp =R =-R/2 = - i .
16.El

On obtient alors la fleche en C en calculant le moment des charges fictives a gauche ou a
droite du point M.
I = S I = G e . &
2 16El 2 16El 6 48.El

| 1
=Ra—-R=.
Yc A 3
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7.7 CONTRAINTE TANGENTIELLE.

Les contraintes tangentielles sont a la fois longitudinales et transversales comme
I’indique la figure 7.6. On admettra egalement que ces contraintes tangentielles sont constantes
dans la largeur comme celles qui sont normales.

a. Supposons que les contraintes tangentielles dans la largeur ne dépendent pas de y. c’est-a-
dire qu’elles sont uniformes sur toute la section droite.

L’équation de resultante en projection sur 7 tiree de la relation intégrale sur les efforts
intérieurs s’écrit alors : Ty =[[;7.dS. Et comme t est uniforme sur S, on en déduit que

&<

NB : Cette expression est généralement utilisée car elle donne une valeur maxi de la contrainte
tangentielle. Toutefois, elle n’est pas exacte, car les contraintes tangentielles ne sont pas
uniforme sur la section : elles dépendent de y.

b. Cas des contraintes non uniformes.

i 7 y
N y y
i | ‘ X G G’ X < X ‘ \Z
:v = : 7 z Yl S o \Ss
— : S; 2
) o ) X x+dx b(y)
Fig.7.10 : Poutre sollicitée en flexion . , ' '
Fig. 7.11 : Isolement d’un trongon de Poutre.

En isolant le trongcon de la poutre de longueur dx on a comme bilan des actions
mécaniques extérieures sur le trongon:

"EnGona: Y F, =-T,y et Y MR, )=-Mf, 2

-EnG’ona: ZF

int

= (T, +dTy)y et Y MglFy )= (Mf,+d Mf,)z

Charge linéique : -p y
Valeur des contraintes suivant les sections :

-EnS;:ona o =I:/I—fz-y et T1(y)
GZ

-EnS;:ona c—-w.y et To(y)

IGZ

-EnSz:ona T (y)
En ecrivant I’équation d’équilibre de ce trongon, et en projetant suivant I’axe des x on

obtient :: [ 0,dS + [ 6,dS + [ ©.dS
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ez 52 lez
'fs Mz y.dS+ 7T (y) b(y).dx=0;
GZ
En divisant par dx ona: Ii d';/lfz js ydS + T (y) b(y). =0
Gz 1
Sachant que Ty = - Mtz et js ydS = A(y) (Moment statique) on a:
1
Ty. A
b(y) lez

Remarque : Lorsqu’on s’éloigne au maximum de la ligne moyenne (soiteny =d/2 ouy = h/2
selon de section), I’intégrale qui permet de calculer A(y) est nulle puisque la
section sur lagquelle on integre est nulle. Ainsi la contrainte tangentielle est nulle
sur les deux surfaces superieures et inférieures de la poutre.

7.8 COMPARAISON DES CONTRAINTES.

L’étude sur la comparaison d’ordre de grandeur entre les contraintes montre qu’en
flexion, les contraintes tangentielles sont négligeables devant les contraintes normales. Ainsi,
les seules contraintes a dimensionner réellement sont :

e les contraintes normales en traction/compression
¢ les contraintes tangentielles en torsion

e |es contraintes normales en flexion

7.9 CRITERE DE DIMENSIONNEMENT.

Pour dimensionner la poutre on utilise donc uniquement le critére sur la contrainte
normale.

Re
c<ocpaveC op=—
S

On peut aussi prendre en compte le critere sur la fleche maximale, qui traduit, moyennant
un coefficient de sécurité sq, que la fleche maximale y(M) en un point M doit rester inférieure a
une valeur donnée dépendante des conditions d’utilisation :

So Y(M) < Yiim
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CE QU’IL FAUT RETENIR (CQFR):

» Une poutre, ou un trongon de poutre, est sollicitée en flexion simple des que les efforts
intérieurs se présente sous la forme suivante :

SF =T,y et SMglFy)=Mf, z

» Side plus, Ty =0, on parle alors de flexion pure.
» Le moment fléchissant et I’effort tranchant sont liés par la relation :

T M
Yy _ 5 o MY __
dx dx
» Les contraintes normales se calculent a Omax O'max
I’aide de
_ Mfz y
G=-——1Y G
IGZ Y4
ou y est la distance a la fibre neutre et
~O'max

I, : le moment quadratique L .
Répartition linéaire des contraintes normales

dans I’épaisseur
» L’équation de la fleche est : E Ig, y’’= Mfz

» Les contraintes tangentielles
sont négligeables devant les
contraintes normales. On peut
néanmoins les calculer avec :

S

dS

Ty.A(y)
b(y) lez
Avec A(y) : moment statique et b(y) :

largeur de la poutre a la distance y de
la fibre neutre.

|z(y)| =

Répartition
linéaire des contramtes tangentielles dans la largeur

» Pour dimensionner une poutre en traction, on peut utiliser deux criteres :

Rp
- Critére en contrainte : 6 < — ; avec s coefficient de sécurité > 1
S

- Critere en fleche maximale : so (M) < yiim avec s, coefficient de sécurité > 1
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LECON 8 : LE FLAMBEMENT
|

Objectif spécifique : Au terme de cette legon, I’étudiant doit étre capable :

- De vérifier par calcul, le non flambement d’une poutre sollicitée.

8-1 DEFINITION

>
X

Soit une piéce en forme de poutre rectiligne suffisamment long et
sollicitée par un effort axial croissant tendant a la raccourcir, on observe
successivement deux phases de déformations :

T

0 |
4 A\
ESE SnoTa

- pour une charge axiale F inférieure a une charge limite appelée
Charge Critique et notée F., la poutre est comprimée, elle reste l\
rectiligne et se raccourcit.

- Lorsque la charge axiale F atteint charge limites notée F.(Charge

=== =====g

critique), la poutre fléchit brusquement et se rompt tres vite. On | v A
observe qu’une flexion se produit suivant la direction y (figure 8.2) o
Figure.8.1

8-2 HYPOTHESES

- La poutre a une section constante et une ligne moyenne rigoureusement droite avant
déformation

Les liaisons de la poutre avec le milieu extérieur sont des liaisons parfaites. Sur le
dispositif expérimental représenté a la figure 8.1, ces liaisons sont des pivots d’axe
(Az) et (B,2)

Les actions de liaison en A et B se réduisent a deux efforts dont les résultantes sont
directement opposees.

Le poids de la poutre peut étre négligé.
8-3 CHARGE CRITIQUE D'EULER : Fc.

Soit la modélisation ci-contre de la poutre ( figure 8.2). Sous I’action de
I’effort F, la ligne moyenne prend une trés légere courbure.,

Soit G le centre de surface d’une section droite d’abscisse x. Dans le
repere (A,x , v, z ) les coordonnées de G sont : G(x,y).

Dans le repére (G, x, y, z) les efforts internes en G sont:
N=-F
{MfZ =-F.y
On remarque que si F croit, alors y croit, Mf; croit et provoque la
rupture par flexion.

Figure 8.2
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LECON 8 : LE FLAMBEMENT

Une étude mathématique qui sort du cadre de ce cours permet de calculer la limite
supérieure de F pour laquelle il y a rupture par la formule :
, Fc : Charge critique d’Euler (N)
_m°Elg; E : module de Young du matériau (MPa)
T Iz : le plus petit moment quadratique de la section (mm®*)
L : longueur libre de flambement (mm)

8-4 LONGUEUR LIBRE DE FLAMBEMENT L

Les figures ci-dessous donnent les valeurs de L relative aux types de liaisons les plus
souvent rencontrées.

1° cas : La poutre est en liaison pivot d’axe (A, z )
et (B, z ) & chacune des extrémités : L = 1.

<
—————>
<
>
<
—————>
N <

e s

2°™ cas: La poutre est parfaitement encastrée en
ses deux extrémités : L = 1/2.

™
T
™
N
© Ty

3™ cas : La poutre est parfaitement encastrée & son
extrémité A et en liaison pivot d’axe (B,z )|
a son extrémité B alors: L=0,7 . S N -
4*™ cas : La poutre est parfaitement encastrée & son \ ‘;

extrémité A et libre a son extrémité B | Y "EA yY la Y 1A y ;ie
alors : L =2l )=l 2) L=l/2 3)L=0,712 4)L=2

8-5 DOMAINE D'UTILISATION DU FLAMBEMENT : ELANCEMENT

Lorsqu’une poutre est courte et trapue, elle est calculée en compression. Mais
lorsqu’elle est longue et élancee, elle est calculée au flambement.

Remarque : Pour une méme longueur et une section ayant le méme aire, une poutre de
section rectangulaire (régle plate) flambera plus vite qu’une poutre a section circulaire ou
carrée. On définit donc pour une poutre I’élancement notée A (lamda) I’expression suivante :

L :longueur libre de flambement (mm) ley
A== p: rayon de giration de la section droite AVEC P =4~ OU loz est le moment

(mm) quadratique de la section de surface S.
A : élancement (sans unité)
8-6 ELANCEMENT CRITIQUE (Ac)

L’ élancement critique noté : Ac est la valeur de I’élancement a partir duquel la poutre
devra étre calculée au flambement. Ac dépend essentiellement de la nature du materiau.

, 1n%E E : module de Young du matériau (MPa)
Ao = R Re : limite élastique du matériau (MPa)

(]
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LECON 8 : LE FLAMBEMENT

Valeurs de I’élancement critique de quelque matériau :

1- Acier E36 : E=2,1.10° MPa ; Re =355 MPa = Ac=74,5

2- Acier XC65 : E=2,1.10° MPa ; Re =500 MPa = A =62,8

3- Bois MOABI E =17000 MPa ; Re=111Mpa = X =38,86
Condition de calcul au FLAMBEMENT : A > Ac

8-7 CALCUL DE RESISTANCE AU FLAMBEMENT

En réalité ce n’est pas la « résistance au flambement » car le phénomeéne est irréversible
et si une poutre commence a flamber, elle se rompt rapidement et obligatoirement.

Il sera donc question, en utilisant des coefficients de sécurité adéquats, de déterminer la
charge axiale maximale que peut supporter une poutre pour que celle-ci ne courre aucun risque
de flambement.

Considérons opc = R la contrainte pratique de compression (MPa) ou R est la limite
S

élastique du matériau et s le coefficient de securite.

Soit opc, suivant la valeur de A, on pourrait employer I’'une des trois relations suivantes
pour determiner la charge axiale maxi :

1- Poutre courte (A< Ac ) : Cas de compression simple alors F = opc .S

2- Poutre moyenne(Ac<A < 1,5Ac ) : La formule expérimentale de Rankine F = pe -5 5
1+ A]
C
3- Poutre élancée (A > 1,54¢ ): on utilisera la formule d’Euler : F = Tec '82
2| &
<

8-8 EXERCICE D’APPLICATION

Soit une poutre en acier E30 de section rectangulaire ( b=50mm et h=12mm) de limite
d’élasticité Re = 295 MPa ; de module de Young E = 2,1.10° MPa et du coefficient de sécurité
$=2,95.

Travail a faire : déterminer les charges critiques correspondant aux trois valeurs des différentes
longueurs libres de flambement suivantes : L;= 200 mm ; L, =350 mm et L3 = 1000 mm.

1- Calculer I’élancement critique A¢ pour une poutre en acier E30.

2- Calculer le rayon de giration p de la section droite.

3- Calculer les élancements A; , A, , Az correspondant aux longueurs libres L;, L, et Ls.
Comparer ces élancements a A¢ et choisir un mode de calcul pour ces trois cas.

4- Calculer les forces axiales maximales a appliquer aux poutres de longueurs L, L, et L.

5- Pour chaque cas de calcul au flambement, calculer le coefficient de sécurité k aux charges

L . F
calculées a la question 4 sachant que k= —*
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LECON 8 : LE FLAMBEMENT

SOLUTION
2 2 5
1- Calcul de I’élancement critique : A.” = ”RE AN: A== 22’;;0 Ac=81,2
.. | bh® 50.123
2- Calcul du rayon de giration: p=,/-°2 < p=.]— AN = = 3,464 mm
yondeg P P =128 P =\ 12x600

3- Calcul des élancements. Ona: A =

- Pour L;: A _L AN : 4 _ 200 _ 57,7: A < Ac; la poutre sera calculée en
Jo) 3,464

compression simple.

- Pour L;: A, _L AN : A, :% =101: Ac <A, < 1,5 Ac; la poutre sera calculée
o

)

au flambement en utilisant la formule de Rankine..

L
-Pour Lg: 4;,=—=2 AN: 4, _ 1000 _ 288,7 : A3 >1,5A¢; la poutre sera calculée au
*op 3,464 P

)

flambement en utilisant la formule d’Euler.
4- Calcul des forces axiales :
Pour L, (compression simple) : F=opc.S AN : F =100 .600 = 60.10° N.

3
Pour L, (Rankine) : F =27 AN: F=—5%10" _ 937710 N
A (101]
1+ — 1+
7 818
3
Pour Ly (Euler): F=-27>  AN:F-—9010 _54103N

2 2
o - o[ 281]
A 818

5- Calcul du coefficient de sécurité pour les deux cas de calcul au flambement :

r 2 : 22.10°
_PourL, ko= -2 or F, 7 Elzez ok, = Via EIG22 AN : k, = Vs 210372002 = 4,88
F, L F,.L, 23,77.10°x350
Fe ; 2 22,10
“PourLy k= o or F, =" bter =Tl aN: k= 22107200 g4
F, ; L 2,4.10°X10

Note : On constate que ces coefficients sont trés importants mais il vaut mieux sachant le
risque que court une construction en cas de flambement.

8-9 EXERCICE DE CONSOLIDATION:

Une colonne tubulaire en fonte de longueur | = 3,5 m supporte (partiellement) une
poutrelle horizontale en profilé sur laguelle est posé un plancher. On considere que cette
colonne est parfaitement encastrée a ses deux extremités.

Sa section droite est telle que D = 80 mm et d= 60 mm.

On donne les caractéristiques mecaniques de la fonte utilisée : la limite d’élasticité Re =
273 MPa ; module de Young E = 10° MPa et le coefficient de sécurité s = 1,95.
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LECON 8 : LE FLAMBEMENT

1-  Quelle est la longueur libre de flambement L ?

2- Calculer la charge critique d’Euler Fc.

3- Calculer I’élancement critique Ac de la fonte utilisée.

4- Calculer le rayon de giration p de la section droite et I’éelancement A de la colonne.

5-  Quelle formule uilisera-t-on pour calculer la charge maximale F a appliquer a la
colonne ? Calculer F.

6- En déduire le coefficient de sécurité k pour les charges.

Rép:1-L=1750mm;  2-Fc=443.10°N; 3-A:=60; 4-p=25mm etA=70;
5- Rankine et Fc = 130.10° ; 6- k = 3,4.

CE QU'IL FAUT RETENIR (COFR)

> La condition de non flambement d’une poutre dépend : du matériau de la poutre, de la
longueur libre de flambement, des proportions de la section par rapport a la longueur (ie
a I’élancement noté A ).

2
> L’élancement critique Ac ne dépendant que du matériau : A.° = ”RE

(]

. L L | N
> L’élancement A de la poutre : 1 =— avec le rayon de giration p :1/% ou lgz est le
o

moment quadratique de la section de surface S et L = longueur libre de flambement et |
= longueur de la poutre.

e La poutre est en liaison pivot a ses deux extrémités alors L = 1.

e La poutre est parfaitement encastrée en ses deux extrémités alors : L = 1/2.

e La poutre est parfaitement encastrée a une extrémité et en liaison pivot a I’autre
extrémité alors : L=0,7 I.

e La poutre est parfaitement encastrée a une extrémité et libre a I’autre alors : L = 2I.

» Pour calculer une force axiale F que peut supporter la poutre,
e Si A< Ac, pas de flambement alors F = opc .S.

e Si A > Ac soitenviron Ac <A >15Ac (élancement moyen) alors : F :£

Opc S

()

» Noter que les forces F ainsi calculées dans le cas de flambement (Rankine et Euler) ont
été exprimee en tenant compte d’un certain coefficient de sécurité k sur les charges :

e Si A>1,5)¢ (élancement important) alors : F =

T EIGZ

= F?C avec F; = (Charge critique d’Euler)

» Noter aussi que le calcul au flambement est fait pour vérifier qu’il n’ y a pas de risque de
flambement.
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111%™ PARTIE

l11°™ PARTIE : RESOLUTION DES PROBLEMES DES i
SYSTEMES HYPERSTATIQUES %

RAPPEL

LECON 9 : METHODE DE LA DEFORMEE ET DES SUPERPOSITIONS
LECON 10 : POUTRES CONTINUES

LECON 11 : METHODES ENERGETIQUES

LECON 12 : LIGNE D’'INFLUENCE — CHARGES MOBILES
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RAPPEL |

L application du principe fondamental de la statique (PFS) a un systéme (S) en
équilibre dans le plan conduit généralement a un systeme de trois (03) équations. Si le degré de
liaisons (DL) est supérieur au nombre d’équation (E), on dit alors que le systéme est
hyperstatique d’ordre q (g =DL-E).

Exemple de Systemes Hyperstatiques

/] Y1 By

A ;; B Ma A Eﬁ T Systeme hyperstatique
‘ A B d’ordreq=4-3=1

:/ > —>

" =2 G S S T

2A . Ma Ax Bx Systéme hyperstatique

Zja 7 S B d’ordre q =5-3=2

;» > =>

Z ? > MY > => > . .

R B k MA Ax Bx M8 Systéme hyperstatique

’ ‘ . N S\ d’ordre g =6-3=3

lF On a ici n appuis et deux
équations de la statique

ANERN . \
A ég A; éé A; éé An1 é An  par conséquent le systéme

E # F

! y I, ; ¥ It ¥ est hyperstatique de degré
1 7 ' I 1 q= n-2.
Pour résoudre un tel systeme d’équations, il faut avoir d’autres équations

supplémentaires.

LECON 9 : METHODE DE LA DEFORMEE ET DES SUPERPOSITIONS
LECON 10 : POUTRES CONTINUES

LECON 11 : METHODES ENERGETIQUES

LECON 12 : LIGNE D’INFLUENCE - CHARGES MOBILES
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LECON 9: METHODE DE LA DEFORMEE ET
DES SUPERPOSITIONS

9.1 PRINCIPE GENERAL DE RESOLUTION

Il s’agira ici de trouver des équations supplémentaires en faisant intervenir des relations
entre des inconnues hyperstatiques et les déformations qu’elles provoquent.

On note ici deux possibilités :

1- Utiliser I’équation différentielle de la déformée que I’on intégrera. On I’appelle
méthode par intégration.

2- Utiliser le principe de superposition des forces. C’est la méthode de
superposition.

EXEMPLE D'APPLICATION

Soit la poutre définie telle que I’indique la F
figure ci-contre.

1- Déterminer les réactions en A et en B.

2- Donner les expressions de T, et Mf.,.

3- Tracez les diagrammes de T, et Mf,.

NN

1/2

—_N
=
N

TR TN —————
>
@)
‘*I oy)

= Application du PFS :
A F On obtient le systeme d’équation suivante :
9
Ma Ra J/ B R, +Rg =0
Al > A RAy_P+RBy:0

L L 112 Re ma -P.LI2+Rg, L=0

’ I 5 Systeme de trois équations a quatre inconnues

I

! = systeme hyperstatique d’ordre n = 1.

9.2 METHODE PAR INTEGRATION

F F
% %
gl l z )
A C B o Z]A C 1
é! 112 ) 112 7%77 él 112 Lo R
L I L L I L

|
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RESOLUTION

1- Déterminons les réactions en A et B

a- Déterminons les efforts de cohésions entre [A,C] et [CB]

Pour 0<x<a

F
-Tyl(X) > G \l/ B

M0 N o A

\‘/ I'X

Pour a<x <1

-Tyz(X) >G B
-Mf,,(X) \ /

I-x R
4\ B

7

Rs

-Tyl(X) -F+ RB =0
-Mf,(X) - (I12-X) E + (I-X) Rg = 0

Tyl(X) =-F+ RB
Mfi() = -(Rs - F)X + (Rs —F/2)l = 0

Tyz(X) =+ RB
MF,5(x) = +(I-X) Rs

b- Expression de I’équation différentielle de la déformée suivant les trongons.
e Entre [AC]:E.Ly;”(X) =Mf,(X) =(F/l2-Rg)l - (Rg - F).x
Une 1% intégration entraine : E.Ly;,’(x) = (F/2 - Rg)l X - (Rg — F).X7 +Cy.

2

2 3

Une 2°™ intégration entraine : E.Lyi(X) = (F/2 — Rg) IX7 - (Rg - F).% + Cix + C,.

Les conditions aux limites :

Encastrementenx=0 = y;(0)=0 = C,=0 et y1(0)=0 = C;=0

2 3

1
= V109 = o5 | (F/2-Ry)I -~ (R~ F)

e Entre [C,B]: E.Ly,”’(X) = Mfx(x) = (I

Une 1% intégration entraine : E.Ly,"(x)

Une 2°™

intégration entraine : E.Ly,(X)

— X)RB.

2
(Lx - X?) Rg + Cs.

2

3
(IX? - %) RB + C3.X+ C4.

A cause de la continuité en chaque point de la poutre = compatibilité de déplacement.
= y1(112) = y2(I12) et y*1(1/2) = y2(1/2)

2 2
yv1(12) = y5(112) < % KIEF - |RB]'E_(RB - F)I—} -1 Hll—l—]RB +03}

8 El 2 8
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yi(1/2) = y,(I12) < %KIEF _|RB]5_(RB R E } - iH|5_i]RB +C3x+C4}

8 6x8| EI|l 8 6x8
2 3
:ngl F oo C4:_| F
48
1 x> X3 I12.F I F
= YoX) = = ||l —-"—|Ry +——x—
y2¥) El{(z 6]'3 8 48}

c- En déduire la réaction en B.

2 3 2 3
Oronsaitquey,(l) =0 = i{—(II——I—]RB“ 'FI ! '1 =0

El 2 6 8 48
5F
= Rg=—
®~ 16
11F
— Ra=F-Rg= =
A B 16
2- Expression de T, et Mf,
0 1/2
_11F =
T W e 16
Mf,1(X) = -(Rg- F)x + (Rg —F/2)I =0 Mf,,(x) = (I-X) Rg
= _11'FX_3'_F| = E(Lx)
Mf,(x) 16 16 16
3R oF 0
16 16

3- Diagramme de T et M et calcul de la flecheen C

Ay P By

(=

Mf;,
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9.3 METHODE DU PRINCIPE DE SUPERPOSITION

A C ééB

112 112 ;
[

-_—N

%
|

N

& /l A
R
7 112 L °

L
\ 1
}‘/ I

) F
| L
C

%
|

Ce systéme peut étre décomposé en deux : un systeme isostatique associé (SIA) et un

systéme isostatique complémentaire (SIC).

Sans I’appui en B, on aurait a
I’extrémité une fleche ysg;.(figure ci-contre)

Sans la force F, on aurait aussi un systeme
isostatique qui ramenerait la poutre en B. (car
la poutre n’est pas sensé se deplacer en B)

§|A //////// T T |yee
§| S.I.C Re °

Remarqgue : La superposition des systemes (S;) et (S,) équivaut a notre systeme dans sa
position donnée. On a yg = Ygi+ Y. = 0 car la poutre ne quitte pas le point B.

Ainsi la connaissance de yg;
inconnus.

a- Détermination de yg;

—>
RAyi E
—
Mai =—>
Raxi C B
Y >
A 2 |

-~

b- Détermination de yg,

—>
RAyc >
_ RB
Mac 5>
RAxc B
A ¥
L | ,

et yg. permet de déterminer Rg et les autres

RAxi :O 3
5F.1
|
M,=—.F
Ai 2
R 0
Axc _ RB,IS
RAyc RB et yBC—'3EI
M, = Rg.l o
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c- La poutre ne quittant pas le point B,ona: ygi=VYac

5F.1° _ Rg.P
= :> B
48.E.1 3.E.l 8I3

d- En superposanten Aona:

11F
Ray = Rayit Raye = F-Rg = ——
16

I 3F

MA:MAi+MAc :EF IRB —El

EXERCICES DE CONSOLIDATION

Par la methode du principe de superposition, déterminer les réaction aux appuis des
poutres hyperstatiques ci-dessous.

a)
.
o
7 :
-t : b
: | :” Rs a;f (31-a) ;Ra= %(a3—3azl—2I3)
b)
Z q
A | >
c)I "

vy l
A b

Py

L

AMMNNN

A
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LECON 10 : POUTRES CONTINUES

Objectif spécifique : Au terme de cette legon, I’étudiant doit étre capable :

- De déterminer les réactions aux appuis des poutres continus par la methode des trois
moments (théoreme de Clapeyron).
10-1 DEFINITIONS

» Une poutre continue est une poutre droite horizontale reposant sur plus de deux appuis
simples incompressibles. A ses extremités, elle peut étre simplement appuyée, articulée,
encastrée ou prolongée en console.

P F

A A A A A

L I3 v l2

74
1T

Fig. 7.1 : Poutre continue a quatre travées
» Une travée est une portion de la poutre comprise entre deux appuis.

10-2 NOTATIONS

- Les appuis simples sur lesquels repose la poutre sont notés : A;, i=1, ..., n.
- n : nombre d’appuis
- |i : longueur de la travée (A;, Ai+1)

- Il 'y a donc n appuis et deux équation de la statique par conséquent le systéeme est
hyperstatique de degré q = n-2.

10-3 DETERMINATION DES ROTATIONS D'UNE TRAVEE ISOSTATIQUE

Cette détermination des rotations aux extrémités d’une travée nous servira dans la suite
de ce cours.

Exercice : Considérons la poutre ci-contre.

1- Déterminer les réactions en A et en B en y
fonction de Ma et Mg. 'VLA/—\ /\MB
2- Donner I’expression de I’effort tranchant et NA | BAV x
du moment de flexion.
, . . RA G\ RB
3- Déterminer I’angle de rotation ¢a et og

respectivement en A et en B.

Cours dispensé par Valentin MAKOMRA , PLET en CM & DEA en Science de I'lngénieur_2013 Page 71



Ecole Nationale Supérieure des Travaux Publics LECON 10:
Emm oot Spe ,WE Cours de Résistance Des Matériaux (RDM) POUTRES CONTINUES

c/es ravaux Publics

1- Reéaction aux appuis

R -M,+M,
ZM/A=0® Ma+Rel =My =0 |7~ |
> M/B=0 ~-M,;-R,+M, =0 B M,-M,
A8
|
2- Détermination des éléments de réduction
{Ty(x)+RA=0 -
MA(-\ /“/}I\/Ifz(x) Mf,(x)+M, -x.R, =0
N _
A X G T(x):——NIA Me

Ra Ty(X) I
v

Mfz(X):_MA-i_Ii(MA_MB)

3- Détermination de I’angle de rotation.

2

ELy”(x) =-Ma +|5(MA—MB) = ELY’(X) =-Max +);—I(MA—MB)+ C:

3

NG
E.lLy(X) =-Mp— +—
y(X) A T

Les conditions aux limites :
Poutre en appui sur Aenx=0 = y(0)=0 =C,=0

(MA_MB)+ C1X'|'C2

Poutre enappuisurBenx=1 =y()=0 =C; = IE(ZMA +M,)0

, 1 . , 1
oa=Yy’(0)= GE(ZMA+MB)’ (PB:y(I):_GE(MA+2MB)

10-4 THEROREME DE TROIS MOMENTS

Il s’agit ici de déterminer les moments fléchissants a droites des appuis simples. Et la
connaissance de ces moments permettra de déduire I’effort tranchant et le moment fléchissant
en toute section droite de la poutre.

Cette détermination des moments fléchissants se fera par le théoréme des trois moments
encore appelé théoreme de Clapeyron.

Reprenons le probleme général d’une poutre continue reposant sur n appuis et
considérons deux travées successives de cette poutre de part et d’autre de I’appui A;.

M;i M

Mgé\ér llu )AC ll ;?E"_‘Tl_.._>

1
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Isolons la travee (Ai1, A)

1)

”< \’*'--—><:>< :

déformée dans le systeme associé (1) aux

- Notons les pentes (rotations) de la {(y{_l)lzii_l
points A;; et A; comme ci-contre : (

- Dans le systeme complémentaire (2), en faisant ( : ) I, L(2M, M
recours a I’exercice préliminaire ; les pentes Yia 6EI )
sont : ( ) ., ( )

), =M., +2M,
yl 2 6E| i-1 i

- Les sommes des pentes aux points Aj; et A; Pp. =Aiq+ L2M_ +M,)
des deux systémes sont alors : | o€

Isolons la travee (A, Ai+1)

- Notons les pentes (rotations) de la deformée dans le (y{ )1 =,
systéme associé (1) aux points A; et A;:; comme ci- ( , ) B
contre : yi+1 h = Hiy
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- Dans le systeme complémentaire (2), en faisant ( ) oM, M)
recours a I’exercice préliminaire ; les pentes Yil 6E| Vi
sont : ( , ) ! ( )
. =———(M, +2M
y|+1 2 6E| i+l
- Les sommes des pentes aux points A; et A4 @' = M +|—(2M +M,,)
des deux systemes sont alors : 6E|I
qD'A,-+1 =Hig — 6EI (M +2M|+1)

Du fait de la continuité et de la ligne élastique au droit de I’appui A;, les pentes sont
identiques : @A = @’ ai-

|, I
= A ——L (M, 2M. ) = ——(2M,; + M
}“I 6E| ( i-1 + |) ‘Ll + 6E| ( + |+1)

|, I
= (M, 2M; )+ —(2M, + M —yy
= 6E| ( i-1 + )+ 6E| ( + |+1) }“I :u|

2(1,, +1. )M I—‘M. Ch-n

l.
:>I__1Mi—1+ it i+l i
6El 6El

6El

10-5 EXEMPLE D’APPLICATION

EXEMPLE D’APPLICATION N°1

En utilisant le théoreme de trois moments : lF lF
l 2(1. l. |

i Mi—l+wMi +_IMi+1 =A — K,
oEl 6El oEl

| A Q B éé C
déeterminer les réactions en A, B et C de la poutre —;én | | I 7
L %
1 I |

ci-contre.

SOLUTION

D’apres le théoréme de trois moments on

F F
M MB I\/IB \l/
a: MA+2(I+I)MB+ ' M, =4, - p, fﬁ l’\B/"
A

6El 6El 6El

Or Mp = Mc =0 car pas d’encastrement = GA%M s =g — g (1)
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En considérant les systéemes ci-dessous on déduit les pentes g et Ag.
lF lF

_ FI° _FP
7 16EI He = “16E|
) 2 Fl2 3FI
L’équation (1) donne donc : M. = = M, =——+
a @) 3EI ° SEI 516
Connaissant ainsi Mg, on peut déterminer R, Rc et Rg.
2°™ Travée

1% Travée

lF e l
Mg B C
5

R,—-F+Rg;;=0=>R;, =F-R,

Ry, -F+R. =0=R;, =F-R
CRJ+FL_M, —0=R, =2F o2 | ¢ o2 5FC
2 16 RI-F—+M,=0=R. =—
2 16
s B B B 11F
On déduit Rg = Rg; + Rg; = F-Ra+F-Rc=2F-Ra-Rc= R, = .
EXEMPLE D’APPLICATION N° 2
En utilisant le théoréme des trois moments : q
Ii__lMi-1+2(Ii_l+li)Mi+ ; Mg =4 —u, l
6El 6El 6El A B c
déeterminer les réactions en A, B et C de la poutre _,%7; o %
ci-contre. f 41 i
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SOLUTION
D’apres le théoreme de trois moments on a Wiz
| 2(1+1) | K ~N./T ~Me
+
a: M, + M, +— M, =4, — g )
6El 6El 6El A B Cé;
i . F
L ' . ' )
A 7 |

Or Ma = Mc =0 car pas d’encastrement = GA%M g =Ag —ug (1)

En considérant les systéemes ci-dessous on a déduit les pentes ug et Ap.

q q
A B B C
I I
| T 1 f
_ g _ql®
Ag = =.
® 7 24E SN YT=Y
3 2
L’équation (1) donne donc : 2l M; = ql = M, :i
3El 12El 8

Connaissant ainsi Mg, on peut déterminer R et Rc.

1" Travée 2°™ Travée
q ")MB MB(\ q
A B B C
s I 077 7 | :
5ql
RA+R31—Q|=0:>R31=% RBZ+RC—Q|:0:>R82:5—qI
|2 3ql |2 3q1
—RAI+qE—MB:0:>RA:% Mo —q—+IR; =0= R, =&
5ql
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10-6 CAS DES TRAVEES ET APPUIS DE RIVE
10-6-1 CAS DES CONSOLES

Dans le cas des consoles comme I’indique la q
figure ci-contre, on calcule le moment fléchissant l
résultant _a I’appui de rive et en le sub.stltuant dans A A, As
I’expression du théoreme des trois moments | 7&7 | 7%7; | ,

. Y . . \ . 1 2 3
appliqué a la travée de rive et a la suivante. ¥ # 3 froonaeees
2 Fig.10.2 : Console
|\/|Al = _ﬂ
2

10-6-2 CAS D'ENCASTREMENT

#
Dans le cas des poutres continues d
encastrées comme I’indique par exemple la X £
figure 10. ci-contre, Au point A, on ajoute Chog b g G
une travee fictive AjA~ de longueur I* non q
chargée. On applique alors a cette structure
modifiée de la figure 10.3 le théoreme des .y 0 1 7&}% 3
. . , Il |2 i |3 7
trois moments et faire tendre I* vers zéro l '
apres resolution. Fig.10.3
Exemple d’application :
En utilisant le théoréme de trois moments : p Fil 12 172 F,
I 201, +1. I \
'_-1|\/|i_l+w|\/|i+_'|\/|i+1:ii_#“ v \ .
6El 6El 6El A B C
Déterminer les valeurs de Ra, Ma, Rg, et Rc | | 7%7 - | Fz
> Fl[ 2 | Fol w2 |2 [P
v . MA{‘ y | y
A B C AR" B QEC
| : | Al - | 2 | 5
| 1 1 1
SOLUTION
RA+RB+RC:F1+F2 .................. (1)
D’aprés le PFSona: 3 I (02 équations et 04 inconnus)

A+2RCI+RBI —FZE—F:LE:O"'(Z)
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e Considérons les travées A"A et AB (figure ci-contre). =
D’apres le theoreme des trois moments on a: M l Mg
Or Ma~=0, Aa=0 etl =0 (car données fictives) 4 ' _ ' -
_ FI?
HA " T6EN
2
:GTEIIMA+6IIEIMB:l|f:3IEI - 2MA+MB:3?H )
e Considérons les travées AB et BC ci-contre). F F
Le théoréme des trois moments donne : M l Mg Mg l
LIV I & GO 5 & (— B/
6EI " 6El ° 16El 16El A f@ 5&7_
3FI | | 777
:MA+4MB:T (4) 4

M, My =7 3FI oF|
Les équations (3) et (4) = 8 Ma="— et Mg= ——
3FI 28 56
M, +4M, ==—
4
Le torseur a gauche de B donne : Ma— Rl + FIE—MB =0=Ra= er% =R = 2:_;:
Le torseur a droite de B donne : Mg - FIE +Rcl=0 = R¢= g N:B = R¢= f—g
Alors (1) = Rg=-Ro-Rc+2F = Rg= ?—g
Exemple d’application :
En utilisant le théoréme de trois moments : > Fil 12 F2] 2
iy 2(Ii—1 +Ii) J [ A
M, +—2 M, +——M,, =4 —u, / \Z v
6El 6El A B C
Déterminer les valeurs de Ra, Ma, Rg et Rc | ‘éf | 7
SOLUTION
D’aprés le PFSona: B 12 Fo| 4
RA + RB + RC — F1 + F2 ..................... (1) MA J }‘/ ¢ /}
MA—ZRAI—RBI+F13—2|+F2a:0---(2) (/I;:A %B \C
77| : I ;
(02 équations 04 inconnus) 1 |
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e Considérant les travées A A et AB.

D’apres le théoréme de trois moments on a: =3
| 2(1" +1) ! M Ms
—M .+ M, + Mg, =4, -
6EI N 6EI A eEl B AT A Ao ?‘ vV "\B
2 M, + ! Mg=4,- 7%7 * 7$7A 7%“
6El AT BElI ® AT Ha 7 | 7 | 777
Aa=0 et ppa=- Al <:>2—I +LM _AP = 2M, +M 3FI
A HAT 161 ~ 6EI % 6EI " °  16El a7t e

e Considérons les travées AB et BC ci-contre.

D’apreés le théoreme de trois moments ona :

| 41 Fil 12 Fo| 4
— M, +—M; =4; - )
6EI el B e He MA( A A
2 2 .2 A B C
Opr-F' 0 et =22l =2) -@n | 7$7 |
16E]I GEII f 77
2 2 2
LEVRNNE VIS , Fal a):MA+4MB:3F1I Fall’ - )(4)
6EI 6EI 16El 6Ell 8 |2
2M , + M, = 3';'
(3) et (4) = .
M +am, = 3F an(llz—a)
2 2 2 2
N MA:9F1I B an(l : a ) 6t Mg= 3R +2F2a(l : a )
56 71 56 71
Le torseur a gauche de B donne
Ma-Ral +Fi - M= 0= Rp= Ma~Ms 1o Bl P oa
ATRAIT RS VB SR = RAT Ty MA( vV NB/A VvV
Le torseur & droite de B donne A MBM%& Mg C
_ - S | 2
Mg - Fy(l-a) + Rel= 0 = R¢ = Fz('l a). 'V:B ] |
2 2 2
R, = ¥F 3Rl : ) ot = Re= R R a) 2Fa| —a )
56 71 56 I 71
25F,  Fa  5Ra(’-a’)

Rg=-Ra-Rc+Fi +F Rg =
= RB A-RctF1+F, =Rp 56 + | e
10-7 DETERMINATION DES EFFORTS DE COHESION

Les moments aux appuis étant connus, on peut déterminer la variation des efforts de
cohesion le long de chaque travee par les relations suivantes :
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Mfzi(x) et T,i(x): moment fléchissant et effort
tranchant a une position x de la traveée i.

Mfzi(X) = Mfzia (X) + (1_1] Mo + X Mg | Mfzia et Tyia(x) : moment fléchissant et effort
I I tranchant dans la poutre isostatique
associée

_ M, —M
TyiX) = Tyia(x) + ——+ Mo et Mg : moment & I’origine et & I’extrémité de

la travée i. (moments aux appuis)

i : longueur de la travée i.

EXEMPLE D’APPLICATION N°1

En connaissant les réactions en A, B, et C de F F
la poutre continue ci-contre, donner I’expression de @

@ ® @
la variation du moment fléchissant et du I’effort g A g B g C
tranchant le long de cette derniére. 7 | 7 | 7
_5F 11F 1 * |

Ri=Re=22 et R ==
ATTC T 16 57 g

1- Effort de cohésions dans la 1™ travée [AB]

- Troncon 1
M. —M _ F ( 3F)_ 5F
Tyi(X) = Tysa(x) + % Tk = 2 (_E] 16
X X
Mfm(X) = Mfz1A (X) + (1——] Mo + — Mg Mfm(X) - B + (1—1]0 + i (_3_F|] = EX
' ' 2 | | 16 16
- Trongon 2
Mo, -M F ( 3F)_1IF
Ty2(X) = Tyoa(X) + ——F Tp(X)= —-| —— | = —
20 = Tyoa() + =0 ()= 2 [ 16] -
X X
Mfzz(X) = MfzzA (X) + (1——] Mo + — Mg Mfzz(X) = _B+ﬂ + 1_5 0+ 1 _3_FI
I I 2 2 | | 16
R |
16 2
2- Effort de cohésions dans la 1° travée [BC]
- Troncon 3
M, -M F 3F 11F
Twa(X) = Toaal(X) + —2 € Tu(X)=-—+| —— | =-——
1500 = Tyoa() + = (0 = -2 [ 16] -
X X
Mfzg(X) = Mfza (X) + (1—T] Mo + I— Me Mfzg(X) = % + (1—?] (—i—zlj + |§0 =
_UF 3R
16 16
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- Troncon 4
M, -M F 3F) _ 5F
Tya(X) = Tyaa(X) + —2 E Tu(X)= —+| —— | = —
ya(X) = Tyaa(X) vilX) = 5 ( 16] 16
X X
Mfz4(X) = Mfza (X) + (1——] Mo + — Mg Mfz4(X) = (_B+ﬂ] + (1_1] (_3_F|] + 10
I I 2 2 | 16 |
_5F . /5A
16 16
EXEMPLE D’APPLICATION N° 2
En connaissant les réactions en A, B, et C de q
la poutre continue ci-contre, donner I’expression de
la variation du moment fléchissant et du I’effort A 5 C
tranchant le long de cette derniere. %7 | 77| 7%77
[ ' 1
3ql 5ql ql?
Ra=Rc=—¢et Rg=—" etMpg=--——
A~ IRC 8 B 4 B 8
1- Effort de cohésions dans la 1°™ travée [AB]
I 3ql
M, — M, Tyl(X):QX-q— % ox %
Tyi(X) = Tysa(x) +

2

| _ X Q| X X q|2
M0 =M 00+ 1o e 7 (“*T?X] [i5Joe (-5

2
- _gX 3,
2 8
2- Effort de cohésions dans la 1° travée [BC]
Mfz1(X) = Mfzia () + (1_T] Mo + I_ Me Tyi(X) = Ty1a(X) + —MO | Me
2 2
= _qX_+q_IX + 1_1 . _i +§0 :qx_q_l _q_l
2 2 I 8 I 2 8
5ql
x> 5gl  ql? = gqx- =1
= -t X———
578 8 8
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LECON 11 : METHODES ENERGETIQUES 3

Objectif spécifique : Au terme de cette legon, I’étudiant doit étre capable :

- de déterminer les déformations (fleches, rotation) en tout point d’un solide par les
méthodes énergétiques.

11-1 GENERALITES SUR LES ENERGIES INTERNES
11-1-1 DEFINITION DE L’ENERGIE INTERNE

L’ énergie interne notée U d’un systeme est I’aptitude de ce dernier a fournir du travail
au milieu exterieur qui I’entoure. Cet échange d’énergie ou de travail avec le milieu extérieur
peut étre di :

1- Soit a une variation de vitesse du systéeme. On parle d’énergie cinétique (E).
2- Soit a une échange de chaleur. On parle d’énergie calorifique du systeme (Q).

3- Soit enfin a la déformation du systéeme, d’ou la variation des contraintes a I’intérieur du
systéme. Dans ce cas, on parle d’énergie de déformation qu’on notera W : objet de notre
étude dans ce chapitre.

11-1-2 ENONCE DU PREMIER PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE :

Considérons un systeme passant de I’état initial (0) a I’état final (1) en échangeant
uniquement du travail et de la chaleur ( On suppose ici négligeable la variation de I’Energie
cinétique). Soit W le travail recu par le systéeme entre I’état (0) et I’état (1) et soit Q la chaleur
recue par le systeme (0) et (1) on a alors indéependamment du mode de passage de I’état (0) a
I’état (1) : U=U()-U0)=W+Q

11-1-3 APPLICATION AUX SYSTEMES MECANIQUES ISOTHERMES
Hypotheses

e On s’interesse a des structures travaillant dans le domaine élastique et a temperature
constante

 Lamise en charge et de la décharge s’effectuent de facon progressive quasi-statique, ce qui
implique qu’on a a faire a des transformations réversibles et donc I’Energie cinétique de la
structure est constamment nulle.

e On suppose que les liaisons intérieures ne travaillent pas. 1l n’y a pas d’énergie dissipee par
frottement.

e En I’absence de toute charge, nous supposons les actions de liaison et de contraintes
internes sont nulles. C’est donc dire que I’état (0) correspond a I’état naturel ( le systeme
est I’état naturel).

e Le systéme est supposé non hypostatique ie que ce n’est pas un mécanisme.

Cours dispensé par Valentin MAKOMRA , PLET en CM & DEA en Science de I'lngénieur_2013 Page 82



Eco/e Nati a/e.Scp IEU/‘E

c/es ravaux Publics

Ecole Nationale Supérieure des Travaux Publics
Cours de Résistance Des Matériaux (RDM)

LECON 11:
METHODES ENERGETIQUES

Conclusion

- L’état initial (0) = état naturel (Poutre au repos) et I’état final (1) = état de déformation final.

- Dans ces conditions d’hypothéses, le premier principe de thermodynamique s’énonce sous la

forme :

U=U(L)-U@©) =W

11-2 DETERMINATION DES ENERGIES DE DEFORMATION

11-2-1 GENERALITE

Soient les représentations ci-contre des
diagrammes de traction dans le domaine
élastique suivants : F=f(d) et o=f(¢).

Le travail extérieur d’une force F
appliquée progressivement de 0 a F a un
élément de volume pendant sa déformation

élastique est u=w = %FS = %c.s.

Energie de déformation
complémentaire

« Energie de
déformation

11-2-2 ENERGIE DE DEFORMATION D'UN BARREAU EN TRACTION

1 N N o
U= J.VEO'XEXdV Oou oy = g, €y =—=
1
U=
2ES

etdv=Sdx = U

2

.
0 2ES

21 LO'XZ
_EIO E

Sdx

11-2-3 ENERGIE DE DEFORMATION D'UN BARREAU EN FLEXION PURE

1 N Mfz.y o 1o’
U= j Zgedv Ol 0= — - g, =—* et dv = dSdx :>U:—J' x_ dSdx
V2 > E 2hE
:U:EJMde :u:—zjydsj Mfzzdx:u_—jL%
2 2E(lg; ) O Elg

11-2-4 ENERGIE DE DEFORMATION D’UN BARREAU EN TORSION

1 . : :
= —j Typ Vxp AV OU 7,,= — ML » Yxo = MLr et dv = 2ardrdx
27V le G
2 .3
——th T ondrdx = 3er'Mtzdx =
GIG
4 2
LT [Midx = U:LJLMtZ.dx: ML
Gl,* 4 2Gl, 70 2G.1,
Note : o ML = Ot
— oMt Gl
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11-2-5 ENERGIE DE DEFORMATION D'UN BARREAU SOLLICITE AU
CISAILLEMENT
_T/L

2GS

Par analogie a la barre sollicite en traction/compression, on aura : U = —J'

11-3 GENERALISATION
Un systéme ou une structure est généralement sollicité suivant les efforts intérieurs

R=N+ T + T
suivant :
M =Mt + Mfy +Mfz

Ainsi, I’énergie interne totale serait :

_1 Nz(X)+k Ty?(x) K, Tz? (x) Mt? (x) Mfy? (x) Mfz?(x)
2| ES * GS GS Gl, El, Elz

Pour un solide sollicité par N, Ty, Mf,, et M, I’énergie interne se résume en :

U= —U N’ (X)d ITVZ(X) dx + J~_Mt2(x) dx+I—Msz(X) dx]
2 ES GS Gl, Elg,

11-4 THEOREME DE RECIPROCITE DE MAXWELL-BETI
11-4-1 EXPERIENCE

sous I’action des forces P et Q appliquees
respectivement en P et Q.

Considérons la poutre ci-contre encastrée en A Q P
l Q L

>

RN AN

ler cas : Appliquer la force P puis la force Q lP
p

Appliquons a la poutre uniquement la force P
on obtient le déplacement des point Q et P comme
I’indique la figure ci-contre : (8q)p et (3p)p

|A \WQ
vy

-~

SR,

Appliquons ensuite & cette poutre la force Q: on

obtient le déplacement des point Q et P (3g)o et
(8p)q comme I’indique la figure ci-contre.

L’énergie de déformation totale est :
U=U;+U,;+U; (1)
1 1
= 5 P(p)p + P(Ge)o+ - QBo)
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P
0 (8p)a (80)o
1
Uz = P(3p)0 Us = 5 Q(30)o
2¢me cas : Appliquer la force Q puis la force p N
— . Q
Appliquons a la poutre uniquement la force Q : §|A lQ e
on obtient le déplacement des point Q et P comme 1 e !
i / (5Q)o Tl
sult : (SQ)Q et (SP)Q (SP)Q /l\
Appliquons ensuite a cette poutre la force P: on 6 .
obtient le deplacement des point Q et P d0 a cette 3 l J/P
derniére comme suit : (8o)p et (Sp)p . Z AN \z%‘) ) L P
===z -1 00) :
L’ énergie de déformation totale est :: é| (5\)\%\ - \M;(\SP)Q
U'=U, + U, +Us (2) e \\\%
1 1 (G 1
=~ QBa)o * Q8o)e+ 5 P(Se)e =
11-4-2 INTERPRETATION
Dans les deux cas d’expériences, U=U" = P(3p)g = Q(Sq)r.
De facon généraleona: > Pi(di), =) Qi( ),
i-1 Z::Qi = Z Bl
11-4-3 EXERCICE D’APPLICATION
En appliquant une charge P en C, on 3 =10 KN B =5KN
mesure un déplacement de 10 mm au point C et ;lA l \l/C
un déplacement de 3 mm au point B. En z
%

appliquant ensuite la charge Q en B, quel sera le
déplacement total en C.

Solution
(6c)p=10 mm et (3g)p =3 mm
OrPEc)o-QWelr = Bdo= S(Bse  AN: o= ox3=6mm.
Allongement total = (3¢c)p + (8¢c)q = 10 + 6 = 16 mm.

Cours dispensé par Valentin MAKOMRA , PLET en CM & DEA en Science de I'lngénieur 2013 Page 85



Ecole Nationale Supérieure des Travaux Publics LECON 11:
Ecg/eNaz/ o S ,EUPE Cours de Résistance Des Matériaux (RDM) METHODES ENERGETIQUES

c/es ravaux Publics

11-4-4 ENONCE DU PRINCIPE DE MAXWELL-BETI

Le taux de variation de I’énergie de deformation d’un corps en équilibre par rapport a
toute force indépendante Fk est egal au deplacement &y du point d’application de cette force

dans la direction de la force P, .

APy
. Po P P P P lpl lpz Pi (P lpn
§| A Al A2 AI \ Ak An / A Al A2 AI Ak An
a0 T T T T ——— ! 2 TS ==z Ly ! n

?«| T 7 N )ZJ P;

T~ (8)APk i SRR

6> P ~o
2 (8K APy ~<

On déduit que : 2, Pi(d1)p = AP (f5K)ip
i=1 i

i=1

1 AU 1

AU ZEAPK (5K )APK +APK (5K )Zn:Pj = A—PK:E(SK)APK (SK)
im AU U Y _ 5.

< AP >0 AP, P, 3 T | Pk >P

11-5 THEOREME DE CASTIGLIANO
11-5-1 ENONCE DU THEOREME DE CASTIGLIANO :

Le déplacement algéebrique 6k du point d’application A, d’une force Fy choisie parmi les
forces appliquées a une structure (S) est égale a la dérivée partielle de I’énergie interne par
rapport a Fy.

Ok = ol Ou encore @k = U
K 6FK K )

ou Ck indique le couple en Ax.

11-5-2 EXEMPLE D’APPLICATION :

Déterminer la fleche yg en B en négligeant I’effet de . F
I’effort tranchant devant celui di au moment fléchissant. é
Solution : Entre A-B, on a les efforts intérieurs suivants : é A B
N=0;T,=F et Mfy = F.(X) 7 ! .
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I 1 OMf
yo= 22 = || Z MIf, dx |= —x)(1 = x).F.dx

oF OElg, OF

Vg = Il(x2 2xl+12).Fdx = yg= FI°

B — - . . B— —

Elgy °° 3El

11-6 THEOREME DE MENABREA
11-6-1 ENONCE DU THEOREME DE MENABREA :

Il decoule du théoréme de Castigliano et stipule que : la dérivée partielle de I’énergie
interne par rapport a une force de contact est nulle. (car le déplacement algébrique en ce point
de liaison est nul.

Remarque : Il est tres fréquemment utilise pour le calcul des structures hyperstatiques.
Notamment, la détermination des inconnues hyperstatiques.
11-6-2 EXEMPLE D’APPLICATION :

Déterminer la fleche yg en B en néegligeant I’effet de | g
I’effort tranchant devant celui di au moment fléchissant.

Entre A-B, le moment de flexion est : A |

2
MfZ:RB(I'X)' q(I;X)
u=t I|\/|f (x) L U _ (L omf, M, e
2\ Y Elgy oRy | MEls, 0R,

o VY :EllGZ Uo'(l—x).(RB.(l—x)—M}dx] -0 = gr -4

Y

oR,

11-6-3 NOTION DES FORCES FICTIVES ET THEOREME DE MENABREA

L utilisation des forces fictives a pour but de pouvoir trouver en tout point de la structure
le deplacement (translation ou rotation) de la section dans une direction donnee.

Déterminer la fleche yc en C en négligeant I’effet de . E
I’effort tranchant devant celui di au moment fléchissant. é
Entre A-B, on a les efforts intérieurs suivants : Z x C B
Appliquons en C un effort fictif vertical ¢. é 2 2
| 1
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Entre A-C, on a les efforts intérieurs suivants : ? .
N=0;Ty=-(F+d) et Mz = - F(I-x) —4(1/2-X). é v
Entre C-B, on a les efforts intérieurs suivants : é A C B
N=0;Ty=-F etMf;= -F.(I-x) é 1/2 5 2
| 1

:8U _ 1
= %% T e

1
Els,

j”za'v'fz MF .o+ [ OMI2 Mf +]
a¢ 1/2

0

[IO”Z(I/Z—X)(F(I _x)+¢;(|/2—X)).dX+J‘II/20_MfZ.dX +) or¢=0

1/2

F (g2 , 3 12 _F ([ x* 34 «x? _ 5FI®
j | X5 ——x+—|dx | = —_—- +— = Yc =
El 0 2 2 Elg, {3 4 2 48El

Gz 0
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LECON 12 : LIGNE D’INFLUENCE -CHARGES |
MOBILES

Objectif spécifique : Au terme de cette legon, I’étudiant doit é&tre capable :

- de determiner les actions extérieures d’appui ou de couple, les efforts de cohésions et
les déplacements par les lignes d’influence.

12-1 DEFINITION

Considérons une poutre AB plane reposant P=1
sur deux appuis simples et soumise a une charge L % L  (S)
ponctuelle unitaire mobile d’abscisse o. A Y ; 5
On cherche a mesurer dans une section (S) 7%7; X ) 7%;
quelconque d’abscisse x I’effet de cette charge | | 3
mobile. | Fig.12.1 |

L’effet de cette charge dans cette section peut étre : les actions extérieures (les
réactions d’appui, les couples) ; - les sollicitations (I’effort normal, I’effort tranchant, le
moment fléchissant) - et les déplacements ( des translations, des rotations).

La courbe représentative de ces effets lorsque la charge mobile se déplace sur la
poutre, est appelée courbe ou ligne d’influence.

Cette courbe d’influence est relative a une section x donnee. Il y a donc autant de
courbes d’influences que de sections S que I’on considere.

12-2 LIGNE D’'INFLUENCE AUX APPUIS
Détermination des lignes d’influence aux appuis, c'est-a-dire la courbe donnant la
valeur de R, ou de Rg en fonction du déplacement de la charge unitaire.

" 1 La poutre étant en equilibre, on a
p ¢

, D Fo = {RA+RB—1:O...(1)

@%7, | 7%7? {ZMB=0 “ IRy +1.(-a)=0...(2)

‘ . 1
Fig.12. 1.(l-a a
'g @ =R, =112 )=1{1—|—j o

(04
Ry = 1-(1_ Tj = 1.f(a): charge unitaire.

1) = Rg :1-(%) =1. g(a)
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Les fonctions f(a) et g(a) sont les fonctions d’influence respectivement des réactions en
A et en B. et leur représentation graphique sont les suivantes :

12-3 LIGNE D’'INFLUENCE DE L’EFFORT TRANCHANT

Plagons-nous dans une section (S) d’abscisse x et évaluons I’effort tranchant T(X, o)
dans (S) lorsque la charge mobile parcourt la poutre.

Deux cas sont a considerer :
e La charge unitaire se situe entre [A,x] donc a < X : alors I’expression de I’effort

a X
tranchant en x est T(a, X) = T Ainsia o =x T(X, X) = T

e La charge unitaire se situe entre [X, A] donc o > x : alors I’expression de I’effort

a o X

tranchant en x est T(a, X) = — 1—T Ainsid o =x T(x,X) =~ 1_T
Tragons maintenant la ligne d’influence de I’effort tranchant ie la courbe donnant la

valeur de I’effort tranchant en fonction de o (position de la charge unitaire)

Ty(a,X)

Remarqgue : L’effort tranchant en (S) est maximal lorsque la charge est située au droit de (S).

12-4 LIGNE D’'INFLUENCE DU MOMENT FLECHISSANT

Plagons-nous dans une section (S) d’abscisse x et évaluons le moment fléchissant
Ms,(x,a) dans (S) lorsque la charge mobile parcourt la poutre.
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Deux cas sont a considerer :
e La charge unitaire se situe entre [A,x] donc o < x : alors I’expression du moment

X X
fléchissant en x est Mg(a, X) = a(l_T) . Ainsi a o =X Mg(x, x) = X (1—T) _

e La charge unitaire se situe entre [x,A] donc o > X : alors I’expression du moment

| |
Tragons maintenant la ligne d’influence du moment fléchissant ie la courbe donnant la
valeur du moment fléchissant en fonction de o (position de la charge unitaire)

a X
fléchissant en x est Mg (a, X) = X 1-— 1| Ainsia o =x Mg (X, X) = X 1-— 1|

Remarqgue : Le moment fléchissant en (S) est maximal lorsque la charge est située au droit de

(S).

12-5 APPLICATION DE LA LIGNE D’INFLUENCE AUX CHARGES
LOCALISEES

12-5-1 Cas des charges localisées indépendantes

Considérons une poutre AB soumise aux charges localisées Pi appliquées aux points
d’abscisses ai. Les lignes d’influence de T, et M, en (S) nous permettent de déterminer
directement I’effet des charges localisées en S par lecture directe des ordonnées.

Soit yi et y’i les ordonnées d’abscisses ai des lignes d’influence de I’effort tranchant et
du moment fléchissant dans la section (S). Une charge unité d’abscisse ai produit dans (S) un
effort tranchant yi et un moment fléchissant y’i.

D’apres le principe de superposition, une charge Pi appliquée en ai produit dans S un
effort tranchant yi.Pi et un moment fléchissant y’i.Pi et le systéme total en (S) Pi produit :

- un effort tranchant T(x) = X Pi yi
- un moment fléchissant M(x) = £ Pi y'i

Exercice d’Application

Soit 3 charges de P, , P,, P3 situées respectivement en x = 1/4, 1/2, 31/4 sur une poutre de
longueur .

Déterminer I’effort tranchant et le moment flechissant en x = 1/3 en étudiant les lignes
d’influence
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Solution P, P3
Y; étant I’effort tranchant crée en la R
section droite x créé par une force unitaire i. A X B
Donc, pour une force P;, I’effort sera P;Y;. RAT TRB
Ty(|/3) - Ylpl + szz + Y3P3 Ty
1/4 1/2 3l/4 11«
= 0P [1- =2 |P,-[1-=2 P = = ,
I ( l ] i ( l ] ’ 3 L
1, 1 1 Yy ¢
= ~Py- ZP,- =P —
4 1 2 2 4 3 0 /4 y/a
Mf, (113) = Y*1P1 + Y'5P; + Y'3Ps 2] : ‘(1‘T)
3
=21, '(1_”%] '( _3'#] a2 3us
34 3 3 0 ;
b b Y
| 20 Y1 Y 8 a
= (2Pt 2P+Py). 4173 L(l_z]
3 Mf, 3 I
12-5-1 Cas d’un convoi
12-5-1 Définition
_ Un convoi est un | aAF, g, A AFL R A AFL Fo A
systtme de  charges
concentrées se deplagant
dans un ensemble, en / AA é; B
maintenant constante la a 35 a a o
distance entre les (1) ) (3)
supports et les efforts. Fig.12.4

12-5-2 Détermination des efforts maximaux dans une section S donnée.

Il résulte de la forme des lignes d’influence que les efforts T et M sont maximaux en S
lorsqu’une charge d’un convoi est située au droit de la section S. Si le convoi est composé de n
charges Pi, il y donc n positions de convoi a étudier ; pour chaque position, on place une
charge Pi au droit de S et on détermine I’effort tranchant maximal Tm(x) et le moment
flechissant maximal Mm(x) en S.

Lorsqu’on étudie toutes les sections S de la poutre, les courbes des efforts tranchants
maximaux Tm(x) et Mm(x) ont alors pour allure les courbes appelées courbes enveloppes
suivantes :

b T )

\ M (X)

I )
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12-5-3 Maximum absolu du moment fléchissant pour I'ensemble de la poutre :
Théoreme de Barré
Le théoréme de Barré a pour objet la détermination du moment fléchissant maximal
dans une poutre isostatique sous I’effet de passage d’un convoi. Il ne concerne pas la
détermination maximale de I’effort tranchant. On sait en effet que dans une poutre sur deux
appuis I’effort tranchant est maxi au droit des appuis.

Considérons une poutre sur deux appuis subissant un systeme de force F;.

M Fi . Effort transmis par un essieu a gauche de la
E - IRE resultante R.
Fy do | di| . R : c’est la résultante des forces que le convoi exerce
| l l sur la poutre.
‘ d; : la distance entre le support de Fietde R ;
X; /LP éB F;: Effort transmis a la poutre par un essieu situé a
[P — droite de la résultante.
_ | : longueur de la Poutre
Fig.12.5

d : distance entre le support de R et le milieu de la
poutre.

Nous pouvons donc écrire que :
R=>YF+>F

i i
La poutre est en equilibre :

ZMB =0 & IRA— R(I/Z-d) = Ra= R(%—%j

ZMA =0 < -IRg + R(l/2+d) = Rg= R&Jr%]

Effectuons une coupure au droit du point d’application de F;et cherchons le moment
fléchissant en cette section.

Mi_RAXi+ZM(FQ)Pi =0 OrZM(Fg)H: ngdg \L J/ \L l/l/ /
M(X;

Mi - Ra X + ngdgzo AT Pi> w0

Xi=I1-(1/2+dij-d)=1/2+d-d. Ra

1 d

Mi=Ra(I12+d-di)- > Fd, = R(E—T](d +——d] > F,d,

R I

= E(I—Zd)(d +E—di]'ngdg

Le maximum sera obtenu lorsque : % =0=>d =d—2‘
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ENONCE DU THEOREME DE BARRE

Le moment fléchissant est maximal au droit d’un essieu lorsque cet essieu et la
résultante générale du convoi occupe des positions symétriques par rapport au milieu de la

poutre.

max — R di
M; —E(I—di)(? ——d] S Fd, = I(|

_di)z_ngdg

«_ Rl d
M " = I(1—T)2-Z|:gdg

12-5-4 Exemple : convoi a deux essieux

On considére un convoi de deux charges
identiques P distantes de d = 5 m, évoluant sur une
poutre de longueur | =10 m.

- Déterminer la position du convoi donnant le
moment maxi dans la poutre, ainsi que son intensité.

P P
| 375 125 125] 25 1,25
| o |
1 \ L\ y |
A@ &B
10 }
P P, P P P
1 2a 2 a 3 2a 4 a 5
/‘:/ :
\ y y \

A

Détermination du centre de gravité du convoi

» %

A, 22 Plz 3 Pla
Lol J i o
G G, Gs G,

e
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FORMULAIRES

FORMULAIRE 1 : POUTRES SUR APPUIS SIMPLES

N° Nature des Charges Réaction Effort Moment fléchissant Equation de la fleche Rotation
d’appui tranchant
1/2 P
[
MFAC (x) = Px _ PI%x 4 x? |2
Ra = P TAC =R 2 Yac= 16EI l_§|_2 Oa= 3.
1 2 TR MFC- () = P =) 48E|
P C-B _ _ ;7 ()= JE )
Re=— |1y =Re 2 Vi = _ 3Pl
2 Mf, max = Pl 48El e 48El
4
P.bx
c= > —b* —x?
£ ) = Fbx yaes 6IEI( )
Pb T yC-B = Pa.b
Ra= — A-C _ = —(b+
) AT T, =Ra £S°8 () (I -Xx) Pa(l - x) (2| 2 2) o 6IEI (b+1)
P c-8 _ o X—a =X Pab
Re= 2 | T,/ =-Re 6IEI 00 = a (@s1)
I _ _ Fab B~
MfZC B == Yo = P.b (3|2 _ap? ) 6IEI
48El
13x x> x° K
Y _ax | o = XXl 02X o -
3 Ra= y Mf, === - = EPYT=T] ST MNPV
RB:q?I q[lg_xj M* max qzl: =30 _ S e w05 s = a’
Ty 24El
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FORMULAIRES

FORMULAIRE 1 : POUTRES SUR APPUIS SIMPLES (Suite)

Ne° Cas de Charge Réaction Effort Moment fléchissant Equation de la fleche Rotation
d’appui tranchant
R M oz M
AT Mix(, x? AT
4 | T =M MFAC = mX = Xy X 6EI
__M o | 6EI | MI
Re=-— Pg=2—
I 6El
M M
; Mg > Ma S ) 1(2M , + M)
?3 AB Ra= Mo —M, fAB —I—M P 1= | | PaT g ;
k ! | AT | _Mz-M, Mt = y 6EI A E 6El
Re = -2 M (Ve =M VRS _12M; +M,)
S Pe 6El
FORMULAIRE 2 : CONSOLES
Ne° Cas de Charge Réaction Effort Moments Equation de la fleche Rotation
d’appui tranchant
p
PI? 2
,, Mg = - P.| y= GEIX[3—’I‘—2J ,
1 TyE Rg= P T, =P Mf, =-P.x _ Pl
0+ PI3 2El
0 3El
Mf,
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FORMULAIRES

FORMULAIRE 2 : CONSOLES (Suite)

N° Cas de Charge Réaction Effort Moments Equation de la fleche Rotation
d’appui tranchant
A g B
VULV PP PPPSEEEEY , \
| ql? _ qI°x
Ma=-—- TS RENEY 13
2 RB:Cﬂ TAiB:qX (P:q_
g qx? |4 6EI
Mfz == — ymax = q_
8El
, _ ql’x 5__4
, Ma=- 35 R YTTE RT ,
_ gl X 6 ql
3 Rg= = T = — s Q=
2 oo - % 24E|
Mf, =- —— 14
6l Yoo = -3
30El
13x >
E = & X g X
, Ma=- T Y 360EI( |3J 3
_ql X 12 ql
4 Rg= — T,= —— . ¢ =
3 312 X 60EI
f,=- q|4
1212 Ymex
72El
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FORMULAIRES

FORMULAIRE 3 : POUTRES ENCASTREES

Ne° Cas de Charge Réaction et Effort tranchant Moments fléchissant Equation de la fleche
moment aux appuis
P
/2 Ra=—;
“ / C P o A 2 fA’C — EX P_I
A 3 P P z PIX?(, 4x
I Rg= — TAC = 2 Yac = (1___J
L 2 Y 2 ¢cs _ P 3P 16E1 " 31
M Pl tce__ P 8 PI®
AT -? - E Pl Yimax = 2
P Mf., max = E 192El
Mc = ?
P, 2 Pax’ (, 6a_ a”
alPTE | ac _ Pb? Pab? Ao GE] TE
, Mf ¢ = (I+2a)x——
Pa 1 2—b A-C I*
) e | )| Ty =Ra Vo8- Pa’(l+b) Pa’(l+2b) y P.b Pb (g2 _gp?)
M. o Pab? [ TSP =Re ’ E 1° ™" gEl
of= AT _ 2Pa®b?
Mfz X 2 MC - 2
M Pab |
B |2
|
b q 2 RA: q?
ALV VT LT : L , 2
I _agx ox* dl _ qrex®(, x_
| M, == - Y= Sam !
3 -I-yAfs — q[——x 2 , 2 6 |
1 4
Mf, max (x==1) Vimax = A avec x=0,51
2 384E]|
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