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Introduction

Cet ouvrage est la premiere partie du cours sur la résistance des matériaux
(RDM) avec des exercices corrigés et avec tous les détails nécessaires pour une
bonne assimilation et maitrise des calculs RDM des poutres isostatiques.

L'ouvrage est destiné pour les formateurs comme un support complet du cours et
pour les etudiants débutants en RDM.

Cet ouvrage contient un résumé preécis du cours en se basant sur les différents
ouvrages réalisés par des grands auteurs, et aussi un nombre tres important
d’exercices et d'exemples d’application, avec corrigés complets, en utilisant des
methodes simples et des formulaires de calcul démontrés.

La maitrise de ces calculs en résistance des matériaux est un grand pas vers la
maitrise des calculs de structures hyperstatiques. Ces calculs sont indispensables
pour mener les calculs des poutres en béton armé et en métaux.

Les méthodes adoptées dans ce livre sont simples pour éviter les calculs
complexes. C'est pour cela, nous avons travaillé sur 'utilisation des formulaires
simples a utiliser.

La chronologie des chapitres a été con¢u d'une maniere pédagogique pour que le
lecteur ne se perde pas. Nous allons d’abord commencer par les notions de la
statique avant de passer a I'étude d’'équilibre statique des poutres. Ensuite, nous
traiterons le calcul des efforts internes par des méthodes simples en intégrant un
nombre trés important d’exemples et d’exercices.

Avant d’étudier les differentes sollicitations simples, nous déterminerons d’abord
les caractéristiques géométriques des sections avec des exercices types en
utilisant des méthodes simples a pratiquer.

Ce modeste travail est un outil pour découvrir la résistance des matériaux d'une
facon méthodique et pédagogique que nous jugeons simple et pratique.

Mohamed ELKHADARY
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J’ai le plaisir de recevoir vos remarques, vos questions et vos propositions

sur mon adresse e-mail : moham85@gmail.com
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| Résistance des matériaux  Cours et exercices corrigés Mr ELKHADARY
0) Rappel sur les unités usuelles :
1) Distances-longueurs :

Km hm dam dm cm mm
1m=10dm =100 cm = 1000 mm 1mm=0,1cm=103m
1cm=0,01m=10 mm

2) Surfaces-Aires- Sections :
m? dm? cm? dm
1m? = 10°dm? = 10°cm? = 10°mm? 1ecm?=102mm?=10"m?
1mm?=10%?cm?=10°m?
3) Forces-poids:
MN t KN daN= Kg N
1MN = 100t = 103KN =1ﬂ5l(g =10°daN=10°N daN =10 N =10° MN

4) Pressions contraintes :

MPa

bar

KPa

Pa

1MPa=10bars=10*KPa=10°Pa

MPa = MN/m? = N/mm?

www.cours-genie-civil.com




I Résistance des matériaux Cours et exercices corrigés Mr ELKHADARY

[I) Différents types des charges et surcharges :

1) Charges permanentes et variables.

Classification des charges et surcharges

Charges permanentes : Charges variables : Charges accidentelles :

Poids propre des Charges d’exploitation Séismes
superstructures et des

équipements fixes

(Cloisons, revétement de Neige

sol...)

Vent Chocs

2) Charges concentrées et charges réeparties
a) Charges concentrées.

¥
i‘llr

Une charge est dite concentrée si sa surface d'application est limitee.
Cette surface peut étre consideree comme un point.
» Les charges concentrees sont exprimees en N, MN, daN...

¥
'lr‘i

P

Exemples :

v Une poutre reposant sur un poteau.
v" Un poteau sur une poutre.
v" Un poteau reposant sur une semelle.

10
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! Résistance des matériaux  Cours et exercices corrigés Mr ELKHADARY

b) Charges réparties.

‘-i-

% Une charge est dite répartie si sa surface d’application est étalée sur une

longueur ou sur une surface importante.

7

Charge répartie sur la
longueur = charge linéaire
exprimée en N/m
N

&

¢ Mur sur une poutre

Exemples :

*e

%+ Dalle reposant sur une poutre ou
sur un voile

]

U

*+ La charge peut étre répartie sur une longueur ou sur une surface.

Charge répartie sur la
surface = charge surfacique

exprimée en N/m?
M

!

b

Exemple :

Poids du revétement sur une
dalle

Une charge répartie peut étre uniforme ou non.

La charge repartie sur la longueur est schématisée comme suit :

l‘ I l l I I I \ genN/m

=5

>

11
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| Résistance des matériaux

Cours et exercices corriges

Mr ELKHADARY

3) Comment convertir une charge répartie en charge concentree ?

Type de charge

Schéma de la charge

Charge concentrée

Schéma final

répartie equivalente et son Point
d’application
4 Q
RN Q=ql
arge rectangulaire il o
« R a=b=L/2 P N
L a b
q q.L .
1] | ‘ ' Q= —— |
Charge triangulaire 2
« - + > >
Type 1 k d= 2Lf3 A b
b=L/3
Q
q m ) q.L J_
Charge triangulaire o L/23
— > b 2Lf3 b b =
Type 2 . b
_ (g +g2)xL Q
Charge trapézoidale | q1 q2 Q= 2
+ > *
_ (41+292)x L A b
. : . 3(q1+92)
- (9z2+2q4)x L
3(q1+492)
Remarque :
d1 q:z g1
= qz - q1
- > - > - L
L i L
12

www.cours-genie-civil.com




I Résistance des matériaux Cours et exercices corrigés Mr ELKHADARY
I11) Calcul des réactions aux appuis des poutres isostatiques

1) Differents types d’appuis
On distingue dans la pratique des constructions 3 types fondamentaux d’appuis :

a) Appui simple ou libre :
O Un tel appui est réalisé dans les ouvrages importants tels que les ponts ou dans
les constructions (batiments).

O Ce genre d'appuis donne lieu a une réaction R normale a la surface d’appui et ne
s'oppose pas a un effort s’exercant suivant I'axe longitudinal de la poutre

O On n’'aura donc qu'une seule inconnue a déterminer par appui d’oti le nom
d'appui simple

L’appui correspond donc a:

O Suppression d'un degré de liberté en
translation (perpendiculaire a I'appui) Ra

O 1 force (perpendiculaire a I'appui dans la

majorité des cas) A Poutre
,f47>

O 1 inconnue dans les équations d’équilibre

Dans la pratique, les appuis simples sont réalises
pour laisser libre cours aux dilatations (resp.

Rétractations) thermiques des elements de FLLLLS f’j

structure afin de ne pas générer d’efforts de

compression (resp. Traction) supplémentaires.
Appui-simple unilatéral poutre acier ou béton

b) Appui double ou a rotule :
O Une rotule est une articulation sphérique qui permet une rotation en tous sens de
I'une des pieces par rapport a l'autre.

O Un tel appui donne lieu a une réaction R de direction quelconque que I'on peut
décomposer en une composante verticale Rv et une composante horizontale Ru

O Ilyadoncdans ce cas 2 inconnues a déterminer Ru et Rv d'ot le nom d'appui
double qui se représente comme suit :

L'appui correspond donc a:

O Suppression de 2 degres de libertée en translation

O 2 réactions d'appui: 2 forces

O 2 inconnues dans les équations d’équilibre

13
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| Résistance des matériaux

Cours et exercices corriges

T
|

—---—--—“--—-——

Articulation poteau acier — poutre acier

c) Appui triple ou encastrement:

O Un tel appui donne lieu a une réaction de direction quelconque présentant une
réaction verticale et une réaction horizontale et un moment d’encastrement Ma.

O On adonc 3 inconnues a déterminer par appui d’oli le nom d’appui triple qui se

représente comme suit :

— =
RAVA ;
RA :

> i

RAH i

a,&'r

y

%y

W

".

%”

_ns
/ ..fi'

_

M
Ry

Mr ELKHADARY

L'appui correspond donc a:

&

&

*¢ Suppression des trois degrés de liberté
¢+ 3reéactions d'appui: 2 forces + 1 moment

* 3inconnues dans les équations d’équilibre

14
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I Résistance des matériaux  Cours et exercices corrigeés Mr ELKHADARY
2) Systemes de forces

a) Systeme hypostatique :
Si le nombre d’'inconnues d’appuis est inférieur au nombre d’équation d’équilibre
statique, la construction risque de s’écrouler.

Exemple : poutre appuyant sur 2 appuis simples et recevant des charges de
direction quelconques.

Nombre d’inconnues = 2

Nombre d’équation
d’équilibre statique =3

2<3

b) Systeme isostatique:
Sile nombre d’'inconnues est égal au nombre des équations d’équilibre statique la
poutre est stable et calculable par les équations d'equilibre statique seules.

Exemple : poutre a 2 appuis dont I'un est simple et I'autre est double.

Nombre d’inconnues = 3

Nombre d’'équation

d’eéquilibre statique =3

3=3

c) Systeme hyperstatique :

Si le nombre d'inconnus d’appuis est supéerieur au nombre d’équations d’équilibre
statique la porte serait stable.

Mais les equations d’équilibre statique ne permettraient pas de déterminer les inconnus
d’appuis.

Exemple : poutre encastrée a ses 2 extrémiteés.

Nombre d’inconnues = 6

Nombre d’équation
d’equilibre statique =3

6>3

15
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I Résistance des matériaux Cours et exercices corrigés Mr ELKHADARY

3) Equations de la statique.

Pour calculer les reactions d’appuis, on considere la piece a etudier comme un solide
libre en remplacant ces appuis par les forces de réactions.

On écrit alors que cette piece est en équilibre sous "action des forces directement
appliquées que |I'on connait et des reactions d’appuis qui sont inconnues par les equations

d’équilibre statique :

On peut simplifier les équations de la statique apres la décomposition des forces
inclinées en écrivant :

EQUATION N°1 YFo>=YF «

EQUATION N°2 Z F 1= Z F |
EQUATION N°3 Z M(F/A) =0

4) Rappel: Moment d une force par rapporta un point :

MDH’IEI’It d’l.ll"IE fﬂl"C'E‘ PHI’ rﬂppﬂrt é un pﬂ'il"lt A - t F'I:J'I'EE x Distance Perpendiculaire entre Ia
force et le point

Par convention, un moment est considéré

positif si la force tend a tourner dans le

sens des aiguilles d'une montre. Support de F

Il est negatif dans le cas contraire

M(F/A)=+F xd

M(G/A)=-G x d’

Le moment est exprimé en N.m ( KN.m ou MN.m...)

16
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I Résistance des matériaux Cours et exercices corrigés Mr ELKHADARY
Exemples :
pem AR F2= 20 KN Fs = 12 KN

F1=10 KN

Calculer les moments de toutes les forces par rapport a tous les points en remplissant le
tableau suivant :

Force
Fi=10KN [ F;=15KN | F3=20KN | Fs=5KN | Fs=12 KN
Point
A = 10x0 =+ 15x2 =20x4 =-5x6 =12x7
= = +30 =+ 80 =-30 =+ 84
B =-10x2 =15x0 =20x2 =-5x4 =12x5
=-20 = =+ 40 =-20 =+ 60
C =-10x4 =-15x2 =20x0 =-5x2 =12x3
=-40 =-30 = =-10 =+ 36
D = - 10x6 =-15x4 =-20x2 = 5x0 =12x1
= - 60 =- 60 = - 40 = =+12
E =-10x7 =-15x5 = -20x3 =5x1 =12x0
=-70 =-75 =-60 = -~
i
o F=3000Kg M(F/A) = - Fx d
&
] - HE O =-3000x 1
A i 1m
,f,' - 3 “, =-3000 Kg.m
N ,J; b a-#ﬁ"
17
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I Résistance des matériaux  Cours et exercices corrigés Mr ELKHADARY

5) Exemples de calcul des réactions aux appuis des poutres isostatiques.

Exemple 1 : Calculer les réactions aux appuis de la poutre isostatique représentée sur la

figure suivante :

La poutre recoit une charge répartie q et une charge concentrée F.

3m 2m

Etape 1 : Convertir les charges réparties en charges concentrées :

e Ona:Q=qxL=24x5=120KN
e Pointd’application:a=b=L/2=5/2=2,5m

Etape 2 : Représentation des réactions aux appuis et des charges concentrées :

Q=120 KN
Ra Re
F=32KN
Ha
A B
. | -4 >
2,5m 2,5 m
« L >
2m

Im

Etape 3 : Equations de la statique :

EQUATION N°1 JF =) F « | > HA=0

EQUATION N°2 ZFT=ZF¢ > | Ra+Re=Q+F=120+32=152KN

—p Ra+ Rg =152 KN

18
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I Résistance des matériaux  Cours et exercices corrigeés Mr ELKHADARY

Cherchons une deuxieme équation pour déterminer les deux inconnues :

NB : On peut aussi ecrire cette
équation par rapport a B.

EQUATION N°3 ZMF/A =1

Ona:
Force RA HA Q F RB
Moment de la RAx0 HAx O +Qx2,5 +Fx3 -RBx5
force /A = = =300 =96 =-5RB
En KN.m

D'oi: 0+0+300+96-5RB =0 ==pr 5RB=396 =mmmp RB=396/5

——> | RB=792KN

Puisque : Ra + Rg = 152 KN, alors : Ra =152 - Rg = 152-79,2 = 72,8 KN

=:;> RA =72,8 KN

Conclusion : ( HA=0

4 RA =72,8 KN

RB =79,2 KN

Si on écrit la troisieme équation par rapport a B, on trouvera :

Force RA HA Q F RB
Moment de |la +RA X5 HA x0 -Qx2,5 -Fx2 RBx0
force /B =5RA = = -300 = -64 —

En KN.m

D'ou: 5RA+0-300-64+4+0 =0 =——m——fpp S5RA=364 ) RA=364/5

—>| RA=728KN

Puisque : Ra + Re = 152 KN, alors : Re =152 - Ra =152-72,8 = 79,2 KN

On trouvera bien evidemment les
——>| RB=792KN

meémes résultats

19
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Exemple 2 : Calculer les réactions aux appuis de |la poutre isostatique représentée sur la

figure suivante :charge inclinée.

La poutre recoit une charge répartie g et une charge concentrée F inclinée d’un angle 60°.

q = 24 KN/m F=32KN

3m 2m

Etape 0 : Décomposer la charge inclinée en deux composantes verticale et horizontale :

La charge inclinée peut étre décomposée en deux forces filles :

Composante verticale : Fy

Fy=Fsin a

Application numeérique :

Fy = 32 sin 60 = 27,71 KN

Composante horizontale : Fx

Fx=Fcos a

Application numérique :

Fx =32cos 60 = 16 KN

Etape 1 : Convertir les charges réparties en charges concentrées :

e Ona:Q=qxL=24x5=120KN
e Pointd’application:a=b=L/2=5/2=2,5m

20
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Etape 2 : Représentation des réactions aux appuis et les charges concentrées :

Ra Re
=L Fy=27,71KN
Ha
Fx = 16 KN
< >4 >
2,5m 2,5m
< >4 >
3m 2m

Etape 3 : Equations de la statique :

EQUATION N°1 YF o5>=)F « > | HA=Fx=16 KN

EQUATION N°2 ZFTZZF 1 :> Ra+Re=Q+Fy=120+27,71=147,71 KN

Ra+ Rs =147,71 KN

Cherchons une deuxieme équation pour déterminer les deux inconnues :

EQUATION N°3 Z MF /A = 0

Ona:
Force RA HA Q Fx Fy RB
Moment de la RAx0 HAx 0 +Q x 2,5 Fxx 0 +Fy x 3 -RBx 5
force /A =0 = =300 = = 83,13 =.5Ra
En KN.m

D'ou: 0+0+300+83,13-5RB =0 ==mmmp 5RB=383,13 i RB=383,13/5

——> | RB=76,63KN

Puisque : Ry + Rg = 147,71 KN, alors : R, = 147,71 - Rg = 147,71 -76,63 = 71,08 KN

——> | RA=71,08KN

21
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Conclusion : ( HA =16 KN

4 RA =71,08 KN

RB =76,63 KN
\
Exemple 3 : Calculer les réactions aux appuis de |la poutre encastrée représentée sur la

figure suivante :

q: =10 KN/m
g2 =8 KN/m
-—
H=6 KN
-+ >« >
2m 1m
Etape 1 : Convertir les charges réparties en charges concentrées :
Ona:Qi=qgqi1xLi=10x2=20KN Ona:Q2=q2xL2=8x1=8KN
Point d’application:a1=b1=2/2=1m Point d’application:a2=b2=1/2=0,5 m

Etape 2 : Representation des réeactions aux appuis et les charges concentrées :

Ra Qi =20 KN

Im 1m 0,5m 0,5m

NB: On peut aussi représenter le moment d’encastrement dans le sens inverse. Il sera
donc pris positif dans les calculs.

22
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Etape 3 : Equations de la statique :

EQUATION N°1 YF >5>=)F « > | HA=H=6 KN

EQUATION N°2 ZFT:ZFl | ™| Ra=Qi+Q:=20+8=28KN

Ra=28 KN

EQUATION N°3 Z MF/A =0

On a:
Force RA HA Qi Q: Le moment d’encastrement
Moment de la RAxO0 HAx 0 +Qix1 +Q>x 2,5 est négatif (sens contraire

force /A =0 = =20 =20 -Ma des aiguilles d’une montre)
En KN.m

Dotli: 0+0+20+20-MA =0 —) WA =40 KN.m

——> | Ma=40 KN.m
Conclusion : ( HA=6 KN
4 RA =28 KN
Ma=40 KN.m
\

NB : Si on prend le moment d'encastrement dans le sens des aiguilles d'une montre, on
trouvera :

Ma=-40 KN.m

23
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IV) Calcul des efforts internes dans une poutre :

24

1) Forces extérieures:

2)

a)

b)

On appelle forces extérieures ou charges les forces appliquées connues sur
une structure donnee,

Ces charges peuvent-étre :

* Réparties avec une densité donnée de volume (poids propre d'une
structure)

* Qu concentrées en un certain nombre de points.
Dans cette catégorie de forces extérieures figurent aussi les reactions d'appuis.

La poutre se trouve en équilibre sous I'effet de ces forces extérieures. Cet
équilibre nous permet de déterminer les réactions aux appuis en ecrivant
les équations d’equilibre statique (voir chapitre précedent).

Efforts internes
Sous l'effet des charges extéerieures, les forces entre les particules d'un corps
(elément) en equilibre varient.

En Résistance des Matériaux (RDM), on appelle souvent cette variation des forces
efforts internes.

Effort Normal

La composante N de la résultante F repréesente la somme des projections de
toutes les forces intérieures agissant suivant la normale de la section (ou suivant
I'axe longitudinal de |'element).

L'effort normal provoque une déformation longitudinale de I'élément.

N est considéré positif s'il s'agit d'une traction et négatif dans le cas contraire
(compression)

Efforts tranchants

Les forces transversales Tz, et Ty sont les sommes des projections de toutes les
forces intérieures dans la section sur les axes centraux principaux de cette
derniere.

1 T

<’
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25

c)

Moments Flechissants

Les composantes My, et Mz du vecteur moment résultant représentent les
sommes des moments de toutes les forces intérieures dans la section, par rapport
aux axes d'inertie principaux de cette derniere Y et Z respectivement.

M

M
| _ -J‘\ (

—— i

METHODE DES SECTIONS POUR CALCULER LES EFFORTS INTERNES

Pour déterminer les forces intérieures qui apparaissent dans un élément soumis
a une sollicitation, on se sert, en résistance des matériaux, de la méthode des
sections.

Cette méthode est basée sur le fait que si un élément est en équilibre, sous
I'action des forces extérieures, alors n'importe quelle partie de cet élément sous
I'action des forces qui lui sont appliquées, est équilibre par un systeme de forces
intérieures agissant dans la section.

On considere I'élement AB plan, soumis a l'action d'un systeme de forces
extérieures

Pour calculer les efforts et moments dans n'importe quelle section, on coupe a
I'endroit voulu I'élément AB en deux parties.

Les valeurs numériques des efforts N, T, et M sont égaux aux sommes
algébriques des projections et des moments des forces extérieures agissant
sur une des parties (gauche ou droite) de I'élément sectionne, généralement sur
celle ot les projections et moments se calculent plus facilement.

T

A —

| "
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4)

5)

DIAGRAMMES DES EFFORTS ET DES MOMENTS M,N,T

En géneral, les efforts et moments agissant dans différentes sections varient le
long de la poutre. Entre autres les valeurs maximales et minimales de ces efforts
et moments sont d'une grande importance pour la sécurité de la poutre, on
s'interesse donc a tracer des courbes qui montrent comment changent les efforts
et les moments d'une section a une autre, on appelle ces courbes les
diagrammes des efforts et des moments.

On se limite dans cette section a |'etude des diagrammes des efforts et des
moments dans les poutres a deux dimensions (plan X0Y), ce qui réduit le nombre
des efforts et des moments a trois, a savoir un effort normal N, un effort
tranchant Ty, et un moment fléchissant Mz

EXEMPLES DE CALCUL DES EFFORTS INTERNES DANS DES POUTRES
ISOSTATIQUES

a) Exemple 1:cas d’'une charge concentrée

Considérons, sur la figue suivante, une poutre isostatique chargée par une force concentrée

F

Ra F=15KN Re

Ha

3m 2m

Travail demandé : Etablir les équations des efforts internes le long de la poutre et tracer

leurs diagrammes pour en déduire leurs valeurs extréemes.

Etape 1 : Calcul des réactions aux appuis :

Avant de calculer les efforts internes dans une poutre, il est indispensable de calculer d'abord les
reactions aux appuis.

26

EQUATION N°1 YFo=)F « > HA

EQUATION N°2 ZFT:ZF . |_> Ra+Re=F=15KN

0

Ra+ Rg =15 KN
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Cherchons une deuxieme équation pour déterminer les deux inconnues :

EQUATION N°3 ZMF{A =0

Ona:
Force RA HA F RB
Moment de la RAx0 HAx 0 +Fx3 -RB x5
force /A =0 = =45 =-5RB
En KN.m

D'oll: 0+0+45-5RB =0 =mmmmmlp 5 RB =45 ) RB=45/5

—> RB =9 KN

Puisque : Ra+ Rg =15KN, alors:Ra =15-Rg =15-9= 6 KN

—> RA =6 KN

Etape 2 : Calcul des efforts internes dans la poutre.

Dans cette poutre, deux coupes a prévoir : La premiére coupe avant la force F et la
deuxieme apres F.

En général, on détermine les bornes d’'un intervalle dans les points d’application des
forces concentrees et le debut ou la fin d'une charge repartie.

Ra= G6KN - F =15 KN Re =9KN
| [ |
- L]
n =
] [ |
| |
A = ~a .
] [ |
[ | -
Coupe 1 Coupe 2
- - -
Im 2 m
= =5 &
x=0 Xx=3 X=5
Intervalle [0,3] Intervalle [3,5]

27
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Nous avons donc deux intervalles ;

»

+* Intervalle [0,3]
+%* Intervalle [3,5]
a) Six appartienta [0,3]

*

L

On coupe avant la force F, et on obtient le schéma suivant :

Ran = 6KN Effort tranchant T

Effort Normal N

A
C
Moment flechissant M
< >
[ X
x=0
Nous écrivons, a nouveau, les équations de la statique
EQUATION N°1 YF->=)F « > N=0
EQUATION N°2 Z F 1= Z F | > Ra=T
T(H) = 6 KN L’effort tranchant est constant

dans l'intervalle [0,3]

On écrit la troisieme equation par rapportaC:

EQUATION N°3 Z MF/C =0 C : Point de coupe d’abscisse x
Ona:
Force RA T N
Moment de la force /C RA . X ™0 NxO
En KN.m =bx =0 = -M
D'oll: 6X+0+0-M =0 e M=6x C—> M(x) =6 x
Le moment fléchissant varie en fonction de x M(0) =6x0=0KN.m
dans l'intervalle [0,3]
M(3) = 6x3=18 KN.m

28
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b) Six appartienta [3,5]

On coupe apres la force F, et on obtient le schéma suivant :

Ra=6 KN Effort tranchant T
Effort Normal N
A
3m X-3

- » 4 » Moment flechissant M

-+
& X
x=0

Nous écrivons, a nouveau, les equations de la statique

0

EQUATION N°1 YF->=YF « > N

EQUATION N°2 ZFT:ZFJ, l > Ra=T+F | > T=Ra-F

T(x) = -9 KN L'effort tranchant est constant
dans l'intervalle [3,5]

On écrit la troisieme équation par rapportaC:

EQUATION N°3 Z MF/C =0 C : Point de coupe d’abscisse x
Ona:
Force RA F T N
Moment de la RA . x -F(x-3) ™0 NxO
force /C =6 X =-15x+45 =0 = -M
En KN.m
D'Ol1: 6X-15X+45-M = 0 s M =-9x+45 > M(x) =-9 x +45
Le moment fléchissant varie en fonction M(3) =-9x3+45=18 KN.m
de x dans l'intervalle [3,5]
M(5) = -9x5+45=0KN.m
29

www.cours-genie-civil.com



Résistance des matériaux  Cours et exercices corrigés Mr ELKHADARY

Remarques importantes :

o

» L'effort tranchant n'est pas toujours une fonction continue. Un point peut avoir
deux images différentes dans deux intervalles différents. (Point d’application
d'une charge concentreée).

» Lafonction M(x) est continue. Les images d'un point commun entre deux
intervalles sont identiques.

» Le moment fléchissant est nul dans les extrémités de la poutre :
M(0) =0 KN.m

M(5) =0 KN.m

Y

La dérivée de la fonction M(x) n"est que la fonction T(x) :

dM(x)
dx

=T(x)

% Intervalle [0,3] M(x) =6x; T(x)= 6 KN
Intervalle [3,5] M(x) =-9x+45; T(x)= -9 KN

.
e

L

Diagrammes des efforts internes :

a) Effort tranchant

T(KN) |

Xx{m)

Tvin=-9 KN

30
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a) Moment fléchissant :

M ( KN.m)

» x{m)

Mmax = 18 KN.m

b) Formulaire de calcul des efforts internes : méthode simplifiée

Pour éviter d’établir a chaque fois les mémes équations des efforts internes,
on peut traiter le cas géneral et établir un formulaire simple a utiliser pour

tous les cas.

i) Cas d’une charge concentiree.

Si on coupe apres une charge concentrée, on se trouvera dans le cas suivant :

F

a : Abscisse du point
d’application de la force F

Effort tranchant T

Effort Normal N

]
X=0 AS3 .
Moment fléchissant M
-« >4 =
a X-a
E =
X

31
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On écrit les equations de la statique :

0

EQUATION N°1 YFo=)F « | > N

EQUATION N°2 ZFTzZFl > 0=T+F I:>-T=-F

T(x)= -F

On écrit la troisieme équation par rapporta C:

EQUATION N°3 ZMF{E=D

Ona:
Force F ] N
Moment de la -F(x-a) T™x0 NxO
force /C =0 = -M
En KN.m

D'ou: -F(x—-a)-M =0 " M(x) =-F(x-a)

Conclusion :

Si on réalise une coupe apres une charge concentrée, cette charge intervient dans l'effort

tranchant par une valeur ( * F ) et dans le moment fléchissant par (* F ( x- a) ).

¥ & F ®
charges - | -
concentrees x<a = X=a =
s -

EFFORT TRANCHANT

T F +F

MOMENT
FLECHISSANT

M(x) -F(x-a) F(x-a)

32
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Exemple d’application :

Soit a calculer les efforts internes dans la poutre représentée sur la figure suivante :

F1 =18 KN

Ra F, =10 KN Re

Ha

2m im Zm

a) Calcul des réactions aux appuis

0

EQUATION N°1 YF—->=YF« w=ip|HA

EQUATION N°2 ZFT:ZFl :> Ra+ Re=F1+F2=18+10 = 28 KN

Ra+ Rg =28 KN

EQUATION N°3 Z MF/A =0

Ona:
Force RA HA Fi F> RB
Moment de la RAx0 HAxO0 +Fyx 2 +F.x3 -RB x5
force /A = = =36 =30 =-5RB
En KN.m

D'ou: 0+0+36+30-5RB =0 =———mmdp 5 RB =66 ) RB = 66 /5

=> RB =13,2 KN

Puisque : Ra+ R = 28 KN, alors : Ra=28 - Rg =28 -13,2 = 14,8 KN

——> | RA=14,8KN

33
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b) Calcul des efforts internes en utilisant le formulaire établi.
F1 =18 KN
F: =10 KN
RA =14,8 KN RB=13,2 KN
A .
-4 >4 -4 >
2m 1m 2m
@ @& i o~
x=0 X=2 X=3 X=5
[0,2] Intervalle [2,3] Intervalle [3,5]
RA = 14,8 KN F1=18 KN Fi=18 KN
F,=10KN
RA = 14,8 KN RA = 14,8 KN
Schéma
A E
A . A
Effort
tranchant | =*Ra =+Ra—F1 =+Ra-F1—F2
T(H) = 14,8 =+ 14,8 - 18 =+ 14,8 - 18-10
=-3,2 =-13,2
(KN)
Moment
fléchissan | =+ Ra(x-0) = Ra( x -0) = F1( x -2) =Ra( x-0)—=Fi(x-2)—=F2(x-3)
t M(x) = 14,8 x = 14,8(x -0) - 18( x -2) =+14,8 x—-18(x-2)-10( x -3)
=-3,2X+ 36 =-13,2 x + 66
M(0)=0 M( 2)=29,6 M( 3)= 26,4
(KN.m) | \1(2)=29,6 M( 3)= 26,4 M( 5)= G
34
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c) Diagrammes des efforts internes :

i)

Effort tranchant

14,6

T(KN) |

________

EESNSEEEERNENN Tvin=-13,2 KN

Tmax = 14,6 KN

Moment fléchissant :

26,4

29,6

M ( KN.m)

> x(m)

Mmax= 29,6 KN.m
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ii) Cas d'une charge uniformément répartie (Rectangulaire).
Deux cas a traiter :

a) Sion coupe au niveau de la charge répartie, donc une partie de la charge a

prendre en considération.

a: Point de commencement

l l l l de la charge répartie q.

L : la longueur
x = a+l | d’application de la charge

e

.

-

-

.

-
EEEE RSS9 EEE

repartie q.
- B
L
b) Sion coupe apres la charge répartie q, on prendra en compte la totalité de la
charge.
q =
B
|
|
|
& —
50 X=a X =_a+L

||
|
< Ll |

Cas 1:si x appartient a l'intervalle [a, a + L]

q Effort tranchant T
x=0 @ Ml Effort Normal N
< > < m
d X -d ¢
< » Moment fléchissant M
X
On convertit la charge repartie en charge concentrée : Qx=q(x-a)

36
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Qx=q(x-a)
Effort tranchant T
Effort Normal N
@ &
X=0 X=a -
Moment fléchissant M
E - - b
a X —4a X—0
2 2
! -
X

On éecrit les equations de la statique :

; . N=0
EQUATIONN®1 S F - =YF « >
EQUATION N°2 Z F 1= ZF . > 0=Qx+T '
T(x)= -Qx=-q(x-a)
On écrit la troisieme équation par rapportaC:
EQUATION N°3 Z MF/C =0
Force Qx T N
Moment de la -Qx (x-a)/2 Tx 0 NxO
force /C =0 = -M
En KN.m -
~q(x—a)’
2
2
q(x—a)
D'ou: -(q(x-a)?)/2-M =0 => M(x) = — 7
37
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Conclusion :

Si on réalise une coupe dans l'intervalle [a, a + L], la charge q est prise partiellement dans

I’équation de T et M avec les valeurs suivantes :

charges
uniformément Cas particulier
reparties a=o0
EFFORT
TRANCHANT Si x appartienta [a,a + L] Sia=o0
T(x) -q(x-0) =-gx
-gq(x-a)
Sia=o0
Si x appartient a [a, a + L]
MOMENT q x?
FLECHISSANT q(x—a)’ =
M(x) - 2 2

Exemple d’application :

Reprenons la poutre de 'exemple de |la page 12

3m

2m

Le calcul des réactions aux appuis a donné :

HA=0

RA=72,8 KN

RB =79,2 KN

38
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Calculons maintenant les efforts internes en utilisant le formulaire étabili.

On a deux intervalles:[0;3] et[3,5]

Ra=72,8 KN

q=24 I(I'il/m

Ra=79,2 KN
F=32KN

3m

2

X

o

Intervalle [0,3]

Intervalle [3,5]

Dans cet intervalle, on laisse a gauche
la réaction Ra et on coupe la charge
répartie gq

Mémes équations de [0,3] pour Ra et q.
On laisse la force F a gauche. Elle sera
introduite dans cet intervalle.

Effort
tranchant | =+ Ra-q(x-0) =+Ra-q(x-0)-F
T(x) =72,8-24x =72,8-24x-32
=40,8-24x
(KN) |t1(0)=728 T(3)=-31,2
T( 3)=0,8 T(5)=-79,2
Moment
fIéchissan =+RA(X—B);qf2(X—0]I =RA[X‘0)‘[]£2(X-0}2'F(X-3)
=72,8x-12x =72,8x-12x*-32(x-3)
t M(x) = 40,8 x - 12x%+96
M( 0)= 0
(KN.m) | p(3)=110,4 M( 3)= 110,4
M(5)=0

On vérifie a chaque fois et pour tous les intervalles que la dérivée de la fonction
M(x) n’est que la fonction T(x).

On vérifie aussi que la fonction M(x) est continue.

39
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Diagrammes des efforts internes :
%+ Effort tranchant

B8L

72,8

(KN) |

Tmax = 72,8 KN

*

+* Moment flechissant :

M ( KN.m)

» x{m)

Mmax=110,4 KN.m
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Cas2:six2a+L;onlaisse a gauche la totalité de la charge

‘ Effort tranchant T

¢
x=0 . Mﬂ l U Effort Normal N
L > 4 e -3
3 L x-(a+L)
< » Moment fléchissant M
X

On convertit la charge répartie en charge concentrée: Q =q.L

Q=q.L

Effort tranchant T
@ . Effort Normal N
X=0 X=a C
i Moment fléchissant M
- > < >
a L Xx—a-—(L/2)
2
- b
X

On écrit les équations de la statique :

EQUATIONN°T ) F 5 =) F « > N

1
o

EQUATION N°2 ZFTzZFl | > 0=Q+T ' > T=-Q

T(x)= -q.L

41
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On ecrit la troisieme équation par rapportaC:

EQUATION N°3 ZMF{E=U

Ona:
Force Q N
Momentdela | -Q.(x-a-(L/2)) Tx0 NxO
force /C =-q.l (x-a-(L/2)) =0 = -M
En KN.m

D'oir: -q.L (x-a-(L/2))-M =0 C——=>

Conclusion :

_ .
M(x) =-qg.L (x—a—z)

Si on réalise une coupe apreés la charge q , cette derniere est prise totalement dans

I’équation de T et M avec les valeurs suivantes :

q '
charges
uniformément Cas particulier
reparties a=o
x=a x=a+L g commence a
L R I'extrémité gauche de la
poutre
EFFORT Six=la+L
TRANCHANT Sia=
T(x) -q . 1. -q. L
Sia=o0
Six =>la+L
MOMENT ! I
FLECHISSANT -qL (x-a --) -qL (x -=)
Mi(x) 2 2
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Exemple d’application :

Soit a calculer les efforts internes dans la poutre chargée suivante :

3m

Calcul des réactions aux appuis :

e Ona:Q=qxL=10x3=30KN
e Point d’application:a=b=L/2=3/2=15m

Im

1,5m 1,5 m

Equations de la statique :

1m

0

EQUATION N°1 YF-o>=)F « |

> HA

EQUATION N°2 Z F 1= Z F —>

Ra+Re=Q+F=30+12=42 KN

Ra + Rg =42 KN

par rapport au point A. (Méme principe par rapport a B)

Pour calculer Ra et Rg, on aura besoin d'une deuxieme équation.
On ecrit alors la 3¢™me ¢quation de la statique par rapport a A.

La somme des moments par rapport a A doit étre égale a 0. Sinon, la poutre pivotera

43
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— EQUATION N°3 z MF/A =0

Ona:
Force RA HA Q F RB
Moment de la RAxO HA x0 +Qx 1,5 +Fx3 -RB x4
force /A =0 = =45 =36 =-4RB
En KN.m

D'ou: 0+0+45+36-4RB =0 =—mmfp 4 RB =81 ——)p RB =81/ 4

—> RB = 20,25 KN

Puisque : Ra + Re =42 KN, alors : Ra=42 -Rs =42-20,25 = 21,75 KN

—> RA = 21,75 KN

Calculons maintenant les efforts internes en utilisant le formulaire étabili.

On a deux intervalles:[0;3] et[3:4]

Ra= 21,75 KN Ra=20,25KN

KN

q=1?l(hlfrn F=12

w
[
EEEEE Y-

I
o
=

I
et

X

Les bornes des intervalles se situent :
Aux appuis de |la poutre.
A chaque point d’application d’une charge concentrée.

Au début ou a la fin d’une charge répartie

44
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Intervalle [0,3]

Intervalle [3,4]

Dans cet intervalle, on laisse a gauche
la réaction Ra et on coupe la charge

On laisse les forces F et Va a gauche ainsi

répartie gq que la totalité de la charge q.
Effort
tranchant | =+ Ra-a(x-0) =+Ra-q.L-F
T(x) =21,75-10x =21,75-10x3-12
=<20.25
(KN) [T(0)= 21,75 T( 3)=-20,25
T(3)=-8,25 T( 4)= -20,25
Moment
fléchissan | =+ Ra(x-0)-q/2 (x-0)* =Ra(x-0)-q.L(x-0-L/2)-F(x-3)
t M(x) = 21,75 x- 5 x° =21,75x-30(x-1,5)-12(x - 3)
=-20,25x + 81
M(0)=0

(KN.m) | n(3)=20,25

M( 3)= 20,25
M(4)=0

Dans l'intervalle [0,3], la fonction T(x) change de signe, c’est-a-dire que T s’annule

dans cet intervalle.

Or, T(x) est la dérivée de la fonction M(x), donc la derivee de M(x) s’annule. C’est-
a-dire qu’elle admet une valeur maximale dans cet intervalle.

dM
Dans [0,3] — =T(x)=0 ——

dx

21,75-10x=0

x=2175m

Le moment fléchissant admet une valeur maximale dans I'intervalle [0,3] au point

d’'abscissex=2,175m

M(2,175) = 21,75 * 2,175~ 5 (2,175)? = 23,66 KN.m

45
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Diagrammes des efforts internes :
*+ Effort tranchant

gy |

0
-8,25
-20,25 1 | Twmin = -20,25 KN
v+ Moment fléchissant :
- """" x=2,175
' x{m)
0

20,25
23,66 Mmax= 23,66 KN.m

M ( KN.m)
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iii) Cas d’une charge repartie non uniforme (Triangulaire) croissante.
Deux cas a traiter:

a) Sion coupe au milieu de la charge répartie, donc une partie de la charge a
prendre en considération.

a: Pointde
commencement de la
charge répartie q.

EEEE
0

L:la longueur

EEEEEEER

- = ad+
x=0 e R=at d’application de la charge
répartie q.
- >
L
b) Sion coupe apres la charge répartie q, on prendra en compte la totalité de la
charge..
q =
-]
[
[ ]
l .
-]
& % x
|
Xx=0 X=a Xx=a+L =
B
]
< L =
L
Cas 1: si x appartient a l'intervalle [a, a + L]
On obtient le systeme suivant :
Ox Effort tranchant T

Effort Normal N

< * Moment fléchissant M

Calcul de la charge qx

= X-a L
On a: tang (Angle que fait q avec I'horizontal) = q/L=qx /( X-a ) =) x=(q( )/

47
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On convertit la charge répartie gx en charge concentrée :

Q= (qx(x-a))/2= (q(x-a)?) /2L

x=(q(x-a)%) /2L

Effort tranchant T

Effort Normal N

@ 9
X=0 a=g
Moment fléchissant M
-4 >4 >4 >
2(x—a) (x —a)
3 3
< >
X

On écrit les équations de la statique :

EQUATION N°1

LF>=XF «

0

EQUATION N°2 Z F 1= Z Fl o > 0=Qx+T > T=-Q
2
X-a
)= = q(x-a)
2.L
On ecrit la troisieme équation par rapporta C:
EQUATION N°3 Z MF/C = 0
Force & 5 T N
=-Qx(x-a)/3
q(x-a)? >0 Nx0 -M
Moment de | =- (x-a)/3 =0 i
la force /C 2.L
3
 q(x-a)
6L

48
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pou: -(q(x-a)’) /6L-M =0 —>

Conclusion :

M(x) =~

q(x—a)*

6L

Si on réalise une coupe dans l'intervalle [a + L], |a charge g est prise partiellement dans

I’équation de T et M avec les valeurs suivantes :

Charge ; a
triangulaire é et ﬂl Cas particulier
croissante x=Q X=32 : ot a=o
. L .
EFFORT
TRANCHANT Si x appartienta [a,a + L] Sia=o0
T(x) 2
q(x-a)? i
) 2 I 2.L
Sia=o0
Si x appartienta [a,a + L]
MOMENT qx?3
FLECHISSANT q(x-a)3 61
M(x) - 6.1

Exemple d’application :

Soit a établir les équations des efforts internes dans la poutre isostatique soumise a une

charge triangulaire croissante (Voir schéma meécanique suivant):

49
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Calcul des réactions aux appuis de la poutre :

e Ona:Q=(gxL)/2=(24x3)/2= 36KN
e Point d’application:a=2L/3=2m et b=L/3=1m

Q=36 KN
Ra Rs
Ha
3 ot >
Im
2m
Equations de la statique :
EQUATION N°1 ) Fo=)F « , > HA =0
EQUATION N°2 ZFT:ZF l > Ra+Re=Q =36 KN
Ra+ Rg =36 KN
EQUATION N°3 zMF;‘A =0
Ona:
Force RA HA Q RB
Moment de la RAx0 HA X0 +Qx2 -RBx 3
force /A =0 = =72 =-3RB
En KN.m

D'ott: 0+0+72-3RB =0 =mmmm—fp 3RB=72 RB=72/3

—> RB = 24 KN

Puisque : Ra+ Rg = 36 KN, alors: Ra =36-Rs =36-24= 12 KN

—> RA =12 KN
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Calculons maintenant les efforts internes dans la poutre en utilisant le formulaire établi.

On a un seul intervalle : [ 0 ; 3]

q=24 KN/m

Ra=12 KN
Rs=24 KN

: .
3m. ®
: X=3
[0,3]
Dans cet intervalle, on laisse a gauche la réaction Ra et on
coupe la charge répartie g
Effort
tranchant | =+Ra-(q(x—-0)3) /2L =12 - 4 x?
T(x)
T(0)=12
Moment
fléchissant | =+ Ra(x-0)-(q(x-0)3) /6L =12 x-1,333 x?
M(x)
M(0)=0
M(3)=0
(KN.m) | VO3

Dans I'intervalle [0,3], la fonction T(x) change de signe, c’est-a-dire que T s’annule
dans cet intervalle.

Or, T(x) estla dérivée de la fonction M(x), donc la dérivée de M(x) s’annule. C'est-
a-dire que M admet une valeur maximale dans cet intervalle.

2 _
pans[0,3] | LX I—

E=T(x)=u —-

x=1,732 m
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Le moment flechissant admet une valeur maximale dans lI'intervalle [0,3] au point
d'abscissex=1,732 m

M(1,732) = = 12* 1,732 - 1,333 (1,7323 )= 13,86 KN.m

Diagrammes des efforts internes :
++ Effort tranchant

T(KN)
A

Twvin = -24 KN

%+ Moment fléchissant :

x=1,73Zm

»x(m)

Mmax =13,86 KN.m

13,86

M ( KN.m)
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Cas2:six2a+L;on laisse la totalité de la charge a gauche

Effort tranchant T |

q
x=0 @ l Y Effort Normal N
L > | L
a L x-(a+L)
< » Moment fléchissant M

On convertit la charge répartie en charge concentrée: Q = (q . L)/2

Q=q.L/2
Effort tranchant T
. . Effort Normal N
X=0 X=a c
i Moment fléchissant M
< > < B4
a 2L X —a—(2L/3)
3
- >
X

On écrit les équations de la statique :

EQUATIONN°1 2 F - =) F « > N=0

EQUATIONN2 ~ » F1=) F 1 | > |o0=q+T | > [1=-a

T(x)= -q.L/2
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On ecrit la troisieme équation par rapporta C:
EQUATION N°3 ZMF,/EL':U
Ona:
Force Q T N
Momentdela | -Q.(x-a-(2L/3)) ™0 NxO
force /C =(-q.L/2) (x-a-(2L/3)) =0 & -V
En KN.m

D'ou: (-q.L/2)(x-a-(2L/3))-M =0

Conclusion :

—>

M(x) = (-q.L/2) (x—a—(2L/3))

Si on réalise une coupe apreés la charge q , cette derniere est prise totalement dans

I’équation de T et M avec les valeurs suivantes :

charges
uniformément . Cas particulier
reparties - a=o
x=0 § - q commence a
« 2 > = I'extrémité gauche de la
3 1 . poutre
EFFORT Six=la+lL
TRANCHANT Sia=o0
T(x) i = L
2 q . 2
Sia=o0
Six=la+L
MOMENT L 2.L g o
FLECHISSANT | -q=(x-a- —) 2 3
M(x) E 3
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Exemple d’application :

Soit a calculer les efforts internes dans la poutre chargée suivante :

3m

Calcul des réactions aux appuis :

e Ona:Q=(gxLl)/2=(10x3)/2=15KN

e Point d’application : a =2L/3 = 2m

et b=L/3=1m

Q=15KN

Equations de la statique :

EQUATION N71

EQUATION N°2

55

SFo=YF

Y F1=)F

—>

Ra+ Rg =27 KN
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EQUATION N°3 ZMF{A =0

Ona:
Force RA HA Q F RB
Moment de la RA X0 HAx0 +15x 2 +12x3 -RBx 4
force /A =0 = =30 =36 =-4RB
En KN.m

D'ou: 0+0+30+36-4RB =0 =) 4 RB =66 sl RB = 66/ 4

——> | RB=16,5KN

Puisque : Ry + Rg = 27 KN, alors : Ra=27-Rg =27 -16,5= 10,5 KN

—> RA = 10,5 KN

Calculons maintenant les efforts internes en utilisant le formulaire établi.

On a deuxintervalles:[0;3] et[3;4]

Ra=10,5 KN F=12KN

Ra=16,5KN

=
3

©
®
&

x=0 X=3 Xx=4

56
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[0,3]

Intervalle [3,4]

Dans cet intervalle, on laisse a
gauche la réaction Ra et on coupe la
charge répartie q

On laisse les forces F et RA a gauche
ainsi que la totalite de la charge q.

Effort
tranchant | =+Ra-(a(x-a)’) /2L =+Ra-(q.L/2)-F
T(x) = 10,5 - 1,667 x? =10,5- (10x 3/2) - 12
=-16,5
T(0)= 10,5
(KN) |T(3)=-45 T(3)=-16,5
T( 4)=-16,5
Moment
fléchissan | = T Ra(x-0) -(q(x-a)?) /6L =Ra( x - 0)- (q.L/2)( x -0- (2L/3))- F(x - 3)
t M =10,5x- 0,556 x° =10,5x- 15 (x-2) - 12(x - 3)
(x) =-16,5x + 66
M( 0)=0
(KN.m) |M(3)=165 M( 3)= 16,5
M( 4)= 0

Dans l'intervalle [0,3], la fonction T(x) change de signe, c’est-a-dire que T s’annule
dans cet intervalle.

Or, T(x) est la dérivée de la fonction M(x), donc la dérivée de M(x) s’annule. C'est-
a-dire qu’'elle admet une valeur maximale dans cet intervalle.

Dans [0,3]

T =T(x)=0

10,5- 1,667 x*=0

x=251m

Le moment flechissant admet une valeur maximale dans lI'intervalle [0,3] au point
d’'abscissex=2,51m

M(2,51)=10,5*2,51- 0,556 (2,51)3 = 17,56 KN.m
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Diagrammes des efforts internes :
s+ Effort tranchant

T(KN) |

Tmax = 10,5 KN

10,5

-16,5 - - 1 ' TM|H= ‘16,5 KN

iy = —=—" = = £ = = = X = = = L == = == = = = } == ek = = = | = = = e

+* Moment flechissant :

ﬁ* xX{mj)

16,5

17,56 Mmax= 17,56 KN.m

M ( KN.m)
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iv) Cas d’'une charge repartie non uniforme (Triangulaire) décroissante.

Deux cas a étudier :
i) Si on coupe au milieu de la charge répartie, une partie trapezoidale de la
charge q a prendre en considération.

q
é -
X=a - X = a+l
x=0 a - -
3]
> - >
L
i) Si on coupe apres la charge répartie g, on prendra en compte la totalité
de la charge..
[ |
B
q .
=
o— —
]
Sy X=a X =a+lL .
[ |
[~ ]
L > =
1 ;

Astuce :

On peut facilement remarquer que ce type de charge n’est qu’une combinaison entre une
charge rectangulaire et une charge triangulaire croissante :

q
" eerliily
< > < > +
L L L

On utilisera donc le formulaire établi pour les deux charges pour en déduire celui de |la
charge décroissante. (Voir tableau suivant)
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n
[ |
|
| [ |
: :
5 : ' :
e = X=a+L »
¢ : k=0 :
. X=a - = a+l -
x=0 . At . X .
P = > L
L
EFFORT
TRANCHANT 7
q(x-a) q.L
T(x) -q(x-a) + -—
—al 2.L 2
Sia=0
-qx +(qx?%) /2L
MOMENT
FLECHISSANT 2 3
-q(x-a) g(x-a) L
M(x) fgo=—a- =
2 6.L q 2 [ 3
Sia=0
Sita=0
—qx*  gx° e =2
2 6.L < 3

Exemple d’application :

Soit a calculer les efforts internes dans la poutre chargée suivante :

q=12 KN/m

Vi

A

<

A

3m

Calcul des réactions aux appuis :

L] »

1m

e Ona:Q=(gxLl)/2=(12x3)/2=18 KN

e Point d’application:a=L/3 =

60

1Im et b=2L/3=2 m
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Q=18 KN
Ra Rs
Ha
-+ B > B
1m 2Zm 1m
Equations de la statique :
EQUATION N°1 YF>=)F « | > 0= He

EQUHTION NDZ ZFT:ZF ~L :> RA+RB=Q.=1BKH

Ra+ Rg =18 KN

EQUATION N°3 Z MF/A=0

Ona:
Force RA HB Q RB
Moment de la RAXxO0 HB x 0 +18x 1 -RB x 4
force /A =0 = =18 =-4RB
En KN.m

Dou: 0+0+18-4RB =0 =) 4RBE=18 e RB=18/4

—> RB = 4,5 KN

Puisque: Ra+Rg = 18 KN, alors:Ra=18-Rs =18-4,5= 13,5KN

—> RA =13,5 KN
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Calculons maintenant les efforts internes en utilisant le formulaire établi.

On adeuxintervalles:[0;3] et[3;4]

RA - 13,5 KN

q=12 KN/m

Re=4,5 KN

' 13

im 1m

Intervalle [0,3]

Intervalle [3,4]

Dans cet intervalle, on laisse a gauche la
réaction Ra et on coupe la charge répartie g

On laisse a gauche la
totalité de la charge q.

Effort
tranchant | =+Ra-q(x—a) +(q(x-a)*) /2L =+Ra-(q.L/2)
T(K) = 13,5—12x+2x3 =13,5-(12x3/2)
( KN ) T( ﬂ)= 13,5 =-45
T( 3)= -4,5 T{ 3): -4,5
T(4)=-4,5
Moment
fléchissan | =+ Ra(x-0)-(q (x-2a)*) /2 +(q (x-a)?) /6L =Ra x- (q.L/2)( x-0- (L/3)))
t M(x) =13,5x-18(x-1)
=13,5 x- 6 x>+ 0,667 x3 =-4,5x+18
M(0)=0 M(3)=4,5
(KN.m) [ m(3)=4,5 M( 4)=0

Dans I'intervalle [0,3], l1a fonction T(x) change de signe, c’est-a-dire que T s’annule
dans cet intervalle,

Or, T(x) est la dérivée de la fonction M(x), donc la dérivée de M(x) s’annule. C’est-
a-dire qu’elle admet une valeur maximale dans cet intervalle.

Dans [0,3]

62

dx —-

ﬂ=T(H)=D 13,5-12x+2x*=0

x=1,5m
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——

Le moment flechissant admet une valeur maximale dans lI'intervalle [0,3] au point
d'abscissex=1,5m

M(1,5) = 13,5 * 1,5 - 6 (1,5) 2 + 0,667 *(1,5)3= 9 KN.m

Diagrammes des efforts internes :
¢+ Effort tranchant

T(KN) |

Tmax = 13,5 KN

13,5

Tvin = -4,5 KN

*

%+ Moment fléchissant :

> x (mj

Mmax=9 KN.m

M ( KN.m)
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6) Exercices d’application sur le calcul des réactions aux appuis et
les efforts internes dans les poutres isostatiques

Exercice 1:

Une poutre droite avec console de section rectangulaire, en équilibre appuyée sur deux appuis
simples, supporte deux charges uniformément réparties qi et gz :

On vous demande de :

a) Calculer les reactions aux appuis de la poutre A et B.
b) Etablir les équations du moment fléchissant M(x) et I'effort tranchant T(x) le long de

la poutre
c) Tracer les diagrammes de M(x) et T(x) et déduire les valeurs extremes Mmax et Tmax

gqs =20 KN/m
q; =16 KN/m
¥
- > -
A 4m . 1m
Solution (EXERCICE 1)
a) Calcul des réactions aux appuis de la poutre A et B.
Ona: Qi=(qixL) =(20x4)=80KN ; a=b=L/2=2m
Qz=(qzxL")=(16x1)=16 KN; a’'=b'=L"'/2=0,5m
YF1=LF | » Ra+Rg=Q1+Qz2 =96 KN
YMF/A=0 » 2XQ1+4,5xQ2-4Re=0
RE=(2 XQ1+45x Qz)/d. > Re = 58 KN
Ra+ Rg =96 KN - Ra =38 KN
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b) Etablir les equations du moment flechissant M(x) et I'effort tranchant

T(x) le long de la poutre

On laisse a gauche la réaction | On laisse a gauche les réactions Ra et Rg ainsi que la
Ra et on coupe la charge totalité de g1 et on coupe la charge répartie q2 qui
répartie qi qui commenceax | commenceax=4
=0
Effor Ra (x-0) Ra+R L (x-4)
= -q1{x~- = +Re-qi.L-qz(x-
tranchant | _ ;5 ;0 =38+58 - 80 - 16 x +64
T(x) =80-16x
T(0)= 38 A T(4)=16
(KN) | T1(4)=-42 T(5)=0
Moment , ,
fléchi =Ra(x-0)-q1/2 (x-0) =Ra X+ R(x-4)-q1L (x-0-L/2)- (g2 /2) (x - 4)
echnissan | - 3gx-10x? = 38x +58(x-4) - 80( x-2) - 8( x -4)2
t M(x) =80 x - 8x* - 200
M(0)=0
M(4)=-8 M(4)=-8
(KN.m) M( 5)=0

A Dans l'intervalle [0,4], la fonction T(x) change de signe, c’est-a-dire que T s’annule

dans cet intervalle.

X 1) =0

38-20x=0

Xx=1,9m

Le moment fléchissant admet une valeur maximale dans I'intervalle [0,3] au point

d’abscissex=1,9m

M(1,9) = 38 *1,9-10 (1,9) * = 36,1 KN.m

une valeur extreme dans ce point.

Si le diagramme de T(x) coupe I’axe horizontal dans un point, le moment féchissant admet
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c)Diagrammes de M(x) et T(x) :

T(KN)

38

16

Tma:h: =38 KN.m

Mmax =36,1 KN.m

Exercice 2 :

Une poutre droite avec console de section rectangulaire, en équilibre appuyée sur deux appuis
simples, supporte une charge uniformément répartie q et une charge concentrée F :

On vous demande de :

a) Calculer les réactions aux appuis de la poutre A et B.
b) Etablir les equations du moment fléchissant M(x) et l'effort tranchant T(x) le long de la

poutre
c) Tracer les diagrammes de M(x) et T(x) et déduire les valeurs extrémes Mmax et Tmax

F=14KN q=20KN/m

Im 5m
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Solution (EXERCICE 2)

b) Calcul des réactions aux appuis de la poutre A et B.

Ona: Q=(gqxL) =(20x5)=100KN ; a=b=5/2=2,5m

F=14 KN

s Fi=XF i » Ra+Re=Q+F =114 KN

YMF/A=0 » -Fx1+25xQ-5Rs=0

Re=(-Fx 1+2,5xQ)/5

Ra+Rg=114 KN

Rs = 47,2 KN

o Ra = 66,8 KN

b) Etablir les équations du moment fléchissant M(x) et I'effort tranchant

T(x) le long de la poutre

Intervalle [0,1]

Intervalle [1,6]

On laisse a gauche la force F

On laisse a gauche la réaction Ra et la force F et on
coupe la charge répartie g qui commenceax=1

Effort o
tranchant | __,
T(x)
T(0)= -14

(KN) |T(1)=-14

Ra-F-q(x-1)
66,8 - 14 - 20 x +20
72,8 - 20 X

T(1)=52,8
T(6)=-47,2 A

e o F(x-0) Ra(x-1)-F(x-0)-(q/2) (x-1)*
5 gy =-F(x- =Ra(x-1)-F(x-0)-(q X -
fléchissan | _ 4, , = 66,8 (x-1) - 14 x - 10( x -1)?

t M(x) =72,8x - 10x?- 76,8
M( 0)= 0
M(1)=-14 M(1)=-14

( KN.m ) M(6)=0
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A Dans l'intervalle [1,6], la fonction T(x) change de signe, c’est-a-dire que T s’annule

dans cet intervalle.

M 72,8-20x =0
H=T(K]=U ——
Xx=3,64m

Le moment fléchissant admet une valeur maximale dans l'intervalle [1,6] au point
d’abscisse x = 3,64 m

M(3,64) = 72,8 * 3,64 - 10(3,64)? - 76,8= 55,7 KN.m

c¢)Diagrammes de M(x) et T(x) :

T(KN) |

52,8

-14

-47,2

Tmax =52,8 KN.m

- Mhpin =-14 KN.m

' x=3,64m

Mmax =55,7 KN.m

Tmin = - 47,2 KN.m 11 g(mm,_
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Exercice 3:

Une poutre droite avec console de section rectangulaire, en équilibre appuyée sur deux appuis
simples, supporte deux charges uniformément réparties q: et g2 et une charge concentrée F :

On vous demande de :

a) Calculer les réactions aux appuis de la poutre A et B.
b) Etablir les équations du moment flechissant M(x) et I'effort tranchant T(x) le long de la

poutre
c) Tracer les diagrammes de M(x) et T(x) et deduire les valeurs extrémes Mmax et Tmax

q:1 =16 KN/m F= 20KN

q: = 8 KN/m

2m 2m Im

Solution (EXERCICE 3)

¢) Calcul des réactions aux appuis de la poutre A et B.
Ona: Qi=(qixL) =16x4)=64KN ; a=b=4/2=2m
Qz=(q2xL')=(8x1)=8KN; a’=b'=L"/2=0,5m
¥ Fi=3F \ — Ra+Rs=Q1+Q2+F =92 KN
YMF/A=0 » FX2+2xQ:1+4,5Q2-4Rs=0
Re=(Fx2+2xQi+4,5Q:)/4 > Re =51 KN
Ra+Rg=92 KN . Ra =41 KN
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b) Etablir les équations du moment fléchissant M(x) et I'effort tranchant
T(x) le long de la poutre

Trois intervalles a étudier :

Intervalle [0,2]

Intervalle [2,4]

On laisse a gauche la réaction Ra et
on coupe la charge répartie q1 qui
commenceax=0

On laisse a gauche la réaction Ra et la
force F et on coupe la charge répartie q:
qui commenceax=0

Effort —— o gl
- -1 X- —] -1(x- -
tranchant | _ ,; 4% St
T(H) =21-16x
T(0) = 41 T(2)= -11
(KN) |1(2)=9 T(4) = - 43
Moment . , - . . g
fiéchissan | o o s pi# x-0] x-{Qu/Z)(x~0)"-F{x-Z)
t M(x) = -8x®+41x-20x+40
M(0)=0 = -8x%+21x+40
M( 2)= 50
(KN.m) L

M( 2)= 50
M( 4)= -4

Intervalle [4,5] : On laisse a gauche les réactions Ra et Rg et la force F et la totalité de

la charge q; et on coupe la charge répartie q2 qui commence ax =4

Effort
tranchant T(x)

=Ra+Re-F-qiL-q2(x-4)
=41+51-20-16%4 - 8x +32
=40-8x

(KN) T(4)=8

T(5)= 0
Moment = Rax +Re (x-4) - F(x-2) - (q1L) (x-0- L/2)- (qz/2) ( x - 4)*
fléchissant | =41x + 51(x-4) - 20(x-2) - 64(x-2) - 4 ( x -4)°
M(x) = 40 x-4x*-100

M(4)=-4

(KN.m) M(5)=0
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c)Diagrammes de M(x) et T(x) :

T(KN)

Tmax =41 KN.m

.............

Mmax = 50 KN.m

- Tmin=-43 KN.m i u[KN.H‘I)

Exercice 4 :

Soit a étudier la poutre représentée sur la figure ci-dessous.
On vous demande de :

a) Calculer les réactions aux appuis de la poutre A et B.

b) Etablir les équations du moment fléchissant M(x) et l'effort tranchant T(x) le long
de la poutre

c) Tracer les diagrammes de M(x) et T(x) et déduire les valeurs extrémes Mmax et Tmax

15m 2m Zm 1,8m
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Solution (EXERCICE 4)

a) Calcul des réactions aux appuis A et B de la poutre.
Ona: Qi=(gqxL)/2 =(6x1,5)/2=4,5 KN ;a=2L/3 =1m.b=L/3=15/3=0,5m
Q:=(gxL')=(6x4)=24KN; a’=b'=4/2=2 m

Qs=(qxL")/2=(6x18)/2=54 KN; a"=L"/3=0,6 m. b=2L"/3 =1,2 m

F=10 KN
Qi=4,5 KN
Q3=5,4 KN
Qz=24 KN
-4 > >4 L L | -4 >
i | 0,5 2 2 0,6 1,2
Y FI=TF | » Ra+Re=Qu+Q:+Q3z+F =43,9KN
YMF/A =0 e I*Q1+3,5Q2+3,5 F+6,1Q3—-7,3Rg=0
Re=(1*Q: +3,5 Q2+ 3,5 F +6,1 Q3)/ 7,3 . | Re=21,43KN
Ra + Re = 43,9 KN > Ra =22,47 KN
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b) Etablir les equations du moment fléechissant M(x) et l'effort tranchant T(x) le
long de la poutre

Quatre intervalles a eétudier :

Intervalle [0; 1,5]

Intervalle [1,5 ; 3,5]

On laisse a gauche la réaction Ra
et on coupe la charge triangulaire
g qui commenceax=0

On laisse a gauche la réaction Ra ainsi que la charge
triangulaire croissante et on coupe la charge
rectangulaire q qui commenceax=1,5

- Ra - (q/2L) (x - 0)* Ra-(q.L/2) -q(x-1,5)
= - X-= = ha-1q. qux-1,
tranchant | _,; 47 7, =22,47-4,5-6X + 9
T(x) =26,97 - 6 X
T(0)= 22,47 T(1,5)= 17,97
T(1,5)= 17,97 T(3,5)= 5,97
(KN)
VIOMENt | pax - (q/6L) (x-0)? Rax-( q.L/2)(x -0-(2L/3))-( q/2)(x -1,5)?
5 =Rax -(q X - -( q. x -0- -(q x -1,
flechissan | _ ¢ 667 x5 + 22,47 x
t M(x) = 22,47x - 4,5(x-1)-3(x-1,5)>
M(0)=0 = -3x%+2697x-2,25
M(1,5)=31,46
(KN.m)
M(1,5)=31,46
M(3,5)=554
Intervalle [3,5; 5,5]
On laisse a gauche la réaction Ra et la charge F ainsi que la charge triangulaire
croissante et on coupe la charge rectangulaire q qui commenceax=1,5
Effort = Ra-(q.L/2) -q(x-1,5)-F
tranchant =22,47-4,5-6x+9-10
T(x) =1697-6x
T(3,5) = -4,03
(KN) T(5,5)= -16,03
Moment = Rax-( q.L/2)( x -0-(2L/3))-( q/2)(x-1,5)*-F(x-3,5)
fléchissant
M(x) = 22,47x - 4,5(x-1)-3(x-1,5)*-10(x-3,5)
= -3x“+2697x-2,25-10x+35=-3x*+16,97 x + 32,75
( KN.m) M(3,5)=554
M(5,5)=35,34
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Intervalle [5,5 ; 7,3]

On laisse a gauche la réaction Ra et la charge F ainsi que la charge triangulaire croissante et la charge
rectangulaire et on coupe la charge triangulaire décroissante q qui commence ax=>5,5

= Ra-(q.L/2)-(q.L) -q(x-55)+(q/2L) (x-55)%-F

g =6KN/m = 10KN

1.5m 2Zm 2m

=22,47 -4,5-24-6(x-5,5) + 1,667(x-5,5)*- 10
= 1,667 x*- 24,34x +67,4

T(5,5) = 16,03

T(7,3)= -21,43

= Rax-( qL/2)(x -0-(2L/3))-( qL)(x-1,5-( 4/2)) -F(x-3,5) -(q/2)(x - 5,5)°+ (q/6L) (x - 5,5)°

q=6KN/ F=10KN

prel I
A

-+ >4 >4 >4
15m 2m Zm

22,47x - 4,5(x-1)-24(x-3,5)-10(x-3,5)-3(x-5,5)*+0,556(x-5,5)3
0,556 x3-12,17x*+ 67,4 x +364,84 - 59,75

M( 5,5)= 35,34

M( 7,3 )= 0 (Environ)
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T(KN)

Tmax = 22,47 KN.m

22,47
17,97

- Mmin =0 KN.m

Mmau = 55,“

5,97
x(m)

4,03 1::-2- 13-4 -5 -6
-16,03
|
-21,43

. . M(KN.m)

Tmin=- 21,34 KN.m | _ 55,4

Exercice 5 :

Une poutre droite encastrée en équilibre supporte deux charges uniformément réparties q: et gz :

On vous demande de :

a) Calculer les réactions a I'appui triple de la poutre.
b) Etablir les equations du moment fléchissant M(x) et I’effort tranchant T(x) le long de la

poutre
c) Tracer les diagrammes de M(x) et T(x) et deduire les valeurs extrémes Mmax et Tmax

g: =6 KN/m
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Solution (EXERCICE 5)
d) Calcul des réactions a I'appui de la poutre
Ona: Qi=(qixL) =(6x3)=18KN ; a=b=L/2=1,5m
Qz=(gzxL)=(4x1)=4KN; a’=b'=L"/2=0,5m
Q2=4 KN

Qi= 18 KN

1,5m

1,5m

0,5m

0,5m

EQUATION N°1

EQUATION N°2

ZFTzZF | —>

SFo=YF >

HA = 0 KN

Ra =Q1+Q2=18+4=22 KN

Ra=22 KN

EQUATION N°3 Z MF/A =0

Ona:
Force RA HA Q1 Qz
Moment de la RAxO HAxO +Qx15 | +Q2x3,5
force /A =0 = =27 =14 "
En KN.m M,u.
Doli: 0+40+27+14-MA =0 ) WVia=41 KN.m
—> | Ma=41 KN.m
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b) Etablir les equations du moment flechissant M(x) et l'effort tranchant
T(x) le long de la poutre

Intervalle [0,3] Intervalle [3,4]

On laisse a gauche la réaction Ra | On laisse a gauche les réactions Ra et Rg ainsi que la
et on coupe la charge répartie q1 | totalité de gi et on coupe la charge répartie qz qui

qui commenceax=0 commenceax=4
On tient en compte le moment
d’encastrement Ma dans On tient en compte le moment d’encastrement Ma
I’équation de M avec un signe dans I'équation de M.
négatif ( sens de Ma est négatif)
Effort e e
- m_ql[x_u} - RA‘C‘LL‘QZ{K—B] ﬂ"“EtlE“t]ﬂmﬂlﬂ
tranchant | _,, . =22 - 6*3 - 4(x-3) compte le moment
T(x) =16-4x d’encastrement dans
T(0)= 22 T(3)=4 M(x)
(KN) T(3) = 4 T(4)=0
Moment i ,
€ChISSant | _ 77 x-3x%.41 = 22 x -18(x-1,5)- 2( x -3)?- 41
M(x) =16 x - 2x* - 32
( KN.m ) M( 0]= -41 M( 3)= -2

M(3)=-2 M(4)=0

c)Diagrammes de M(x) et T(x) :

T(KN)

Tmax =22 KN.m

- Mmax =41 KN.m

max = 0 KN.m ~_ M(KN.m)
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Exercice 6 :

Une poutre droite encastrée en equilibre supporte une charge uniformément répartie q; et une
charge triangulaire de méme valeur :

On vous demande de :

a) Calculer les réactions a I'appui triple de la poutre.
b) Etablir les équations du moment fléchissant M(x) et l'effort tranchant T(x) le long de la

poutre
¢) Tracer les diagrammes de M(x) et T(x) et déduire les valeurs extrémes Mmax et Tmax

gq: =6 KN/m

A"' :

1m 2m

Solution (EXERCICE 6)

b) Calcul des réactions aux appuis A et B de la poutre.
Ona: Qi=(gqxL)/2 =(6x1)/2=3 KN ;a=2L/3 =0,667m. b=L/3=1/3=0,333m

Qz=(gxL)=(6x2)=12KN; a’'=b'=2/2=1 m

Q2= 12 KN
Qi=3 KN Ra

- > 4 > % > %

0,667 0,333 1 1
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EQUATION N°®2

LF == F «

Mr ELKHADARY

p

HA = 0 KN

) Ft=) Fi >

R =Q1+Q2=3+12=15KN

Ra=15 KN

EQUATION N°3 Z MF /A = 0

Ona:
Force RA HA Qi Q2 Le moment d’encastrement
Moment de la RAXxO0 HA X0 -Qux 2,333 -Q2x1 est positif (sens des aiguilles
force /A =0 = =-7 =-12 d’une montre)
+
En KN.m Ma
D'ou: 0+0-7-12+MA =0 ——— WVia=19 KN.m

—>

Ma=19 KN.m

b) Etablir les équations du moment fléchissant M(x) et I'effort tranchant T(x) le
long de la poutre

Quatre intervalles a étudier :

Intervalle [0 ; 1] Intervalle [1 ; 3]
On coupe la charge triangulaire q | On laisse a gauche la charge triangulaire croissante
qui commenceax=0 et on coupe la charge rectangulaire q qui
commenceax=1
Effort | =-(a/2L) (x-0)* = -(qL/2) -q(x-1)
= -3 x* =-3-6x+6
tranchant -
T(x) T(0)= 0 T(1)= -3
(KN) T(1)= -3 T(3)= -15
Moment | = [q{’ 6L) (x - 0)° -(qL/2)(x-0-(2L/3))-(q/2)(x -1)*
- . - = X =
fléchissan = -3(x-0,667)-3(x-1)’ Le moment &
tM(x) | M(0)=0 =-3x2+3x-1 I’appui n’est pas
(KN.m) |M(1)=-1 M(1)=-1 M(3)=-197 nul
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T(KN)

- Mmpin =-19 KN.m

X(m)
0 0
-3
b Tanz=-15KNm AR T T L e
15 M(KN.m)
Exercice 7 :

Une poutre droite, en équilibre appuyée sur deux appuis (simple et double), supporte deux charges
uniformément réparties qi et gz et une charge concentrée F inclinée par un angle de 60 ° :

On vous demande de :

a) Calculer les réactions aux appuis de la poutre A et B.
b) Etablir les équations du moment fléchissant M(x) et de I'effort tranchant T(x) ainsi que

I’équation de l'effort normal le long de la poutre.
c) Tracer les diagrammes de M(x) ,T(x) et N(x) et déduire les valeurs extrémes Mmax et Tmax

F=18 KN g2 =20 KN/m

q:=14KN/m

y .

2m 3m

0¥ =
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Solution (EXERCICE 7)

a) Calcul des reactions aux appuis de la poutre A et B.

Etape 0 : Décomposer la charge inclinée en deux composantes verticale et horizontale :

La charge inclinée peut étre décomposée en deux composantes :

Composante verticale : Fy

Fy =Fsin a

Application numeérique :

Fy =18 sin 60 = 15,59 KN

Composante verticale : Fx

Fx=Fcos a

Application numérique :

Fx =18 cos 60 = 9KN
Ona: Qi=(qixL) =14x4=56KN ; a=b=4/2=2m

Qz2=(qzxL)=(20x3)=60KN; a'=b'=L"/2=1,5m

Fy = 15,59 KN
Q2= 60 KN
Va Ve

Q1=56 KN

Fx=9 KN
e
. > % >4 >

2m 1,5m 1,5m B

EQUATION N°1 Y F = =3 F ¢ ey | Ha=Fx =9 KN

LFEFT=2F | —+ Ra+Re=Qi+Qz+Fy =131,59 KN
YMF/A=0 » Fyx2+2xQ:1+455Q:-7Re=0
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Re=(Fy x 2 + 2 x Q1 45,5 Q2)/7 > Rs = 67,6 KN

Ra+ Rs=131,59 KN = Ra =64 KN

b) Etablir les équations du moment fléchissant M(x) et de I'effort tranchant T(x) ainsi
que I'équation de l'effort normal le long de la poutre.

Trois intervalles a étudier :

Intervalle [0,2] Intervalle [2,4]
On laisse a gauche la réaction Ra on | On laisse a gauche la réaction Ra et la
coupe la charge répartie qi qui force F et on coupe la charge répartie qi
commenceax=0 qui commenceax=0
. Ra (x-0) Ra (x-0)-F
- -1 X- = -—qQ1{X- - gy
tranchant | _ ., 14 = 64-14 x-15,59
T(x) = 48,41-14 x
T(0) = 64 T(2)= 20,61
(KN) |T1(2)=36 T(4) = -7,59
Moment - 5 012 Ra 9 012 - Fu (x-2
s =Rax - X - X - X - - Fy (x-
fléchissan | Ty 'E'q::! ) (x-0) (q1/2)( ) - Fy (x-2)
t M(x) = 64x-7x%*-1559x + 31,18
M(0)=0 = -7x*+48,41x+ 31,18
M(2)=100
(KN.m)
M(2)=100
M(4)=112,82

Intervalle [4,7] : On laisse a gauche les réactions Ra et la force Fy et la totalité de la

charge qi et on coupe la charge répartie q2 qui commence a x = 4

Effort =Ra-Fy-qiL-qz(x-4)
tranchant T(x) | = 64 - 15,59 - 1474- 20x +80
=72,41-20x
(KN) T(4)= -7,59
T(7)= -67,6
Moment = Ra x - Fy(x-2) - (q1L) (x-0- L/2)- (qz/2) ( x - 4)*
fléchissant | = 64x-15,59(x-2)-56(x-2)- 10( x-4)?
M(x) = 72,41x - 10x* -16,82
M(4)= 112,82
(KN.m) M(7)=0
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Dans l'intervalle [2,4], la fonction T(x) change de signe, c’est-a-dire que T s’annule

dans cet intervalle.

Or, T(x) est la dérivée de la fonction M(x), donc la dérivée de M(x) s’annule. C’est-
a-dire qu’elle admet une valeur maximale dans cet intervalle.

M =T(x)=0

Dans [2,4]

dx —

48,41-14x =0

Xx=3,58m

Le moment fléchissant admet une valeur maximale dans l'intervalle [2,4] au point

d’abscisse x = 3,58 m

M(3,58) = - 7 (3,58)* + 48,41*3,58 + 31,18= 114,77 KN.m

c)Diagrammes de M(x) et T(x]) :

T(KN)

- Tmax= 'E?;ﬁ KN.m { M(KN..I'H 100
| ¥

x(ﬁ)

Mmax= 114,7 KN.m

114,7
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L’équation de I'effort normal le long de la poutre,
Pour I'effort normal, seules les charges horizontales sont a prendre en considération

Sil'effort se dirige a I'intérieur de la poutre, il est considéré négatif (Compression) =l

Si l'effort se dirige a I'extérieur de la poutre, il est considéré positif (traction) -« g——

HA = 9 KN F= 9 KN

Intervalle [0,2] Intervalle [2,7]
On laisse a gauche la réaction Ha qui | On laisse a gauche la réaction Ha qui se
se dirige a I'intérieur de la poutre dirige a l'intérieur de la poutre et la
force Fx qui se dirige a I'extérieur de la
poutre
Effort
= - Ha = -Ha+ Fx
Normal |__g¢n o
N(x) =0
(KN ) Le troncon [0 ; 2] est comprimé L’'effort normal est nul dans le
par un effort 9 KN trongon [2; 7]

Diagramme de |'effort normal.

N(KN)
—
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V) Caractéristiques géeometriques des sections

1) Centre de gravite

a) Généralités.

» Dans les ouvrages BTP, on peut rencontrer plusieurs types de sections pour les
difféerents matériaux de construction.

» Chaque section a des caracteristiques geometriques qui le distinguent des autres
sections.

» Le choix d'une section est basé sur la détermination de ces caractéristiques selon les
qualités recherchées.

» Le calcul de ces caracteristiques est indispensable pour dimensionner ou vérifier une

section.
Une section peut étre simple (Section rectangulaire par exemple) ou composée (Section

en T par exemple).

"Ir-f

b) Définition
Le centre de gravité d'un corps est le point d’application de la résultante des actions de la
pesanteur, sur toutes les parties de ce corps.

Lorsqu’ une figure a un axe de symétrie, diametre ou centre, le centre de gravité se situe sur cet

élément.

Le centre de gravité comme étant une caractéristique géeométrique n'appartient pas forcément a
la section (cas d'une section creuse)

c) Centre de gravite des sections simples

i) Section rectangulaire pleine ii) Section rectangulaire creuse
Y X
h.
A
h
Ys
\j
- »
X
b
Position du centre de gravite :
Xe=b/2 Ys=h/2 Position du centre de gravité :
La fibre la plus éloignée de G. Xs=B/2 Ys=H/2
Ymax = h/2 La fibre la plus éloignée de G.
Surface : S = bxh Yma:g = HfZ
Si b = h ( la section est dite carree ) Surface: S = BxH - bxh
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iii) Section circulaire pleine iv) Section circulaire creuse
Y Y
A
A A d

‘(E YE . *

v > v >
< B - *
D X D X

Position du centre de gravite :

Position du centre de gravité : Xc=D/2 Ye=D/2
Xc=D/2 Ys=D/2 La fibre la plus éloignée de G.
La fibre la plus éloignée de G. Youi= D/2
Y= DJ2 Surface :
Surface : S =(nD?*/4) - (nd?*/4)
S=nD?*/4

vi) Section triangulaire

v) Section triangulaire isocéle

Y A KG :|
< >

Position du centre de gravite :

Position du centre de graviteé :

X =B/2 Ye=H/3
. 3 Xc=B/3 Yes=H/3

La fibre la plus éloignée de G.

La fibre la plus éloignée de G

Ymax = ZH}B
Ymax = ZHIS

e Surface: S = BxH /2
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d) Détermination du centre de gravité des sections composées.

Les sections des éléments d'une construction ne sont pas toutes de formes
géometriques simples, il est toutefois possible par décomposition des surfaces
complexes en surfaces simples d'en chercher le centre de gravite.

Démarche a suivre :

1) Decomposer la section complexe en sections simples dont les centres de graviteé
sont connus.

2) Choisir un point repere et les axes X et Y.

3) Déterminer les positions des centres de gravité de toutes les sections (Xci et Yai)
dans le repere (x,y).

4) Calculer la surface de chaque section (Si)

5) En utilisant la formule ci-dessous, on peut calculer la position du centre de
gravité de la section composée.

3 XGi i v o LYGiSi
Ty Ssi = gy

Exemple 1 : sectionen T.

XG

Soit a déterminer le centre de gravité de la section composée sous forme de T
repreésentée sur la figure suivante :

6
E =

I 2

Les dimensions sont en cm

Cette section admet un axe de symetrie, ce dernier passe par le centre de gravite de la
section.

Appliquons la démarche exposée dans la partie précedente pour déterminer le centre de
gravité de la section :
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Etape 1 : Décomposition de la section composée en sections simples (deux sections rectangulaires)

6
-« >

$2 Iz

A

S1

Etape 2: Choix d’'un point repére et les axes X et ¥ et détermination du centre de gravité des
sections simples.

Pour déterminer les
coordonnées des centres de

gravite des sections, on
projette sur les axes Xet Y
YG2=9 et on calcule la distance
entre chaque projection et

YGi1=4 le point repére O .

XG1=XG=3

Etape 3: Détermination des coordonnées des centres de gravité des sections + Calcul des surfaces
des sections (Pour cette étape, on tracera un tableau récapitulatif)

88

Surface Si XGi YGi XGi.Si YGi.Si
Section 1 8x2 =16 3 4 3x16=48 4x16=64
Section 2 6x2 =12 3 9 3x12=36 9x12=108
Somme 16+12 = 28 48+36 ;Bd 64+108 =172

:
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La position du centre de gravité est déterminée alors par les formules suivantes :

XGiL .Si YGi.Si
)(G:E : YG=E :
% Si Y Si
172
84 3 =¥=6’14 cm
=2 =3cm

Représentation du centre de gravité :

y ' 3

A La fibre la plus éloignée du

10 - 6,14 =3,86 centre de gravité G suivant
I’axe Y se trouve a la fibre
1 ® inférieure :
G
YG=6,14 Ymax - 6,14 cm
w O 4 » X

e) Exercices d'application.

Exercice 1 : section en L (Corniére).

Soit a determiner le centre de gravité de la section composée sous forme de L
representee sur la figure suivante :

F'
4
v
A
2
Y
< >« >
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Etape 1 : Décomposition de la section composée en sections simples (deux sections rectangulaires)

A
& Section 2
5 Section 1
v
E - -
4 6

Etape 2: Choix d’'un point repére et les axes X et Y et détermination du centre de gravité des
sections simples

XG2=2

T 4

YG2=4
X

l\'GllI .
= v .

% L >

e -
XG1=10/2=5

Etape 3: Détermination des coordonnées des centres de gravité des sections + Calcul des surfaces

des sections (Pour cette étape, on tracera un tableau réecapitulatif)

Surface Si XGi YGi XGi.Si YGi.Si
Section 1 10x2 = 20 5 1 5x20=100 1x20=20
Section 2 4x4 = 16 2 4 2x16=32 4x16=64
Somme 16+8 = 36 100+32 =132 | 20+64 =84

T T T
Zﬁ Zx(;g_gi ZYGE.SE
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La position du centre de gravité est déterminée alors par les formules suivantes :

Y XGi .Si Y YGi .Si
Xg = : Y = :
). Si >, Si
84
= 223,67 cm 3" e

Représentation du centre de gravite :

La fibre la plus éloignée du
centre de gravité G suivant

A [ — I’axe Y est |la fibre
supérieure :
6-2,34 =3,66
Ymax = 3,66 cm
4=~
Ye=2,34 GT
vy d ! » X
0] i
< >
X =3,67

Méthode 2 : On peut considérer la section en L comme étant une déduction d’une

petite section rectangulaire de la grande section.

*
I
-+
[
(@)}

4 6 10

On applique la méme démarche pour déterminer le centre de gravité de la section en considérant
les deux sections rectangulaires.

La section vide sera comptabilisée par un signe moins ( - ) dans les formules.
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Choix d’'un point repere et les axes X et Y et détermination du centre de gravité des sections

simples

T 4

YG2=4 4

l YG1=3 2

XG2=7

G2

Détermination des coordonnées des centres de gravité des sections + Calcul des surfaces

Surface Si XGi YGi XGi.Si YGi.Si
Section 1 10x6 = 60 5 3 5x60=300 3x60=180
Section 2 6x4 =24 7 4 7%x24=168 4x24=96
Somme 60-24 = 36 300-168 = 132 180-96 = 84

%
> si

t
ZXGE.S:’

La section 52 est prise par un signe négatif car elle s’agit du vide.

%
ZYGE.SE

La position du centre de gravité est déeterminee alors par les formules suivantes :

XG

132

Y XGi Si

2. Si

=—=3,67cm

36

Yo

Y YGi .Si

). Si

84
Tvhe 2,34 cm

NB : On trouve les mémes résultats que ceux de la méthode 1.
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2) Moment d’inertie ou moment quadratique.

a) Definition
Le moment d’inertie d’'une section représente la capacité de la section a s'opposer a la
déformation latérale comme le montre I'exemple d’une feuille reposant sur deux appuis
dont la deformation sous sons poids propre est nettement plus importante que quand elle
est pliée en forme de U, car le moment d’inertie I; de la forme en U est plus grand que celui

de la section rectangulaire

T e

~—— "ulh ‘)“
'\ . __,,.H“E'-l/ z
m — s ¥
1" [
: . il
\“‘\_j | —— ——— -
~ A ~ Z

o e

Mathématiquement, on appelle moment d’inertie ou moment quadratique de la section S
par rapport a I'axe XX’, la somme des produits de tous les éléments infiniment petits

composant cette surface par les carrés de leurs distances respectivement a I'axe envisage,

soit :
e = dsi . Y1 + ds.y2? + dss . y%3 +........+ dsn. Y2,
d51
(o) I
d VE
y G
Y2
X’ \ v Vv X
Vmax
I}c{ r = yzdS
Ymin
93

www.cours-genie-civil.com



I Résistance des matériaux  Cours et exercices corrigeés Mr ELKHADARY

Remarque :

Les axes passant par le centre de gravité d’'une section s’appellent axes neutres Gx ( ou Gz)
et Gy.

GY Axe neutre

Par simplication, on

confondera I'axe Gz avec Gx

Gx Axe neutre dans tout ce chapitre.

Uniteé :
Le moment d’inertie d’une section s’exprime en cm* ou mm?

Signe d’un moment d’inertie :

Un moment d’inertie est toujours positif.

Les moments d’inertie interviennent dans le calcul de la contrainte de cisaillement et de la
contrainte normale (traction — compression).

Les moments d’inertie les plus importants sont les moments par rapport aux axes neutres

b) Moments d'inertie des sections simples

i) section rectangulaire pleine :

A Axe Gy

H » AXxe GX

Calculons le moment d’inertie de cette section rectangulaire par rapport a I'axe neutre Gx
94
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D’apres la définition du moment d’inertie, on a :

oxis)= [0 /2

y=—H/2

y varie entre H/2 et ( -H/2)

y* dS

On prend des sections infiniment petites (ds) de la section rectangulaire

A -H/2
} oy
ds = B. dy H . AAeGx
Y -H/2
E -
B
La formule devient :
y=H/2 B est une constante, elle peut
IGx(S) = f / y2 B dy sortir a I'extérieur de I'intégrale
y=—H/2

IGx(S) = B. | y:iiéﬁz y?.dy

La fonction primitive de la fonction y* est: 1/3 y3, alors :

6x(s) = B.[5°]

w =313 -G
Z[(H)® + (H))

BH?3
IGX(S) - ?

Alors, le moment d’inertie d’'une section rectangulaire par rapport a I'axe neutre

Gx s’exprime par la formule BH3 /12

De la méme facon, on peut démontrer que IGy = HB3/12
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ii) Moment d'inertie des sections simples par rapport a leurs axes neutres:

Position Moment Moment d’inertie
Section simple du CDG ( d’inertie par par rapport a Gy
G) rapport a Gx
Y he Gy
t XG=b/2 3
Gx &
h YG = h/2 qu=bh hb>
Y 12 ley =
" 12
v
- >
b X
4 %4 ey
! Gx XG=a/2 a? a?
YG=a/2 (Joymo=— lev=""7
a Ve 12 12
v
« »
3 X
bl Gy
>
XG=B/2 3 3 - - 3
X6=B/2 | BH® — bh® | HB®* — hb
12 12
‘. >
Y
XG=D/2 D4
YG=D/2 | [y = nD*
64 ley= "
Yo Gx
>
- >
D X
96
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Position Moment Moment d'inertie
Section simple du CDG ( d’inertie par par rapporta Gy
G) rapport a Gx
Gy
Y XG=D/2 4 a4
. / L xD* »nd*
XG=0ye 64 64 -
64 64
A
YE Gx
v >
-« B
D X
XG=B/2 BH 3
YG=H/3 | ., = l HB?
GY =
36 48
Y
XG=B/3 BH3
4 YG=H/3 |[.\= HB?
. Gx 36 Loy = 36
H -
Ya
Lo .
—
B
.
X5

c) Théoreme de HYGENS :
On peut deduire le moment d’inertie d’'une section par rapport a un axe (D)
quelconque a partir du moment d’inertie par rapport a I’'axe neutre paralléle

Ce moment est égal a la somme :

O Du moment d’inertie de cette section par rapport a I'axe neutre paralléle

O Du produit de I'aire de la surface par le carre de la distance des deux axes.
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D’ GY
A

GX

d?

D’aprés le Théoréme de HYGENS :

Ip (S) = Iex (S) + [S'dz) S : surface totale de la
]D, (S] i IGT [S) & [S.dJE] section

Exemple :

Calculer les moments d’inertie par rapport aux axes GX, 0X, GY, et OY de la section
rectangulaire représentee sur la figure suivante :

20 cm

3 3
Ona: Igx= *’1“2 - 4“":2” - 26666,67 cm*

3 3
Ona: ley= “f; = 2”1":” - 106666,67 cm4

D'aprés le Théoréme de HYGENS :
Ona: lox=lex+Sd? = 26666,67 + (20x40)x 10%= 106666,67 cm4
EtOna: loy=ley +Sd? = 106666,67+ (20x40)x 20%= 426666,67 cm4
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d) Determination du moment d’'inertie des sections composees

Exemple : Sectionen T.

Reprenons I'exemple de la section composee représentée sur la figure suivante et qui
est déja traitée dans la partie : CDG des sections composees :

I 2

6
E 3

Les dimensions sont en cm

« >
2

La determination de la position du centre de gravite de cette section nous a donne :

XG= % =3cm etYG= 6,14 cm

A
3,86
M ® , GX
G
Ys=6,14
Y O > X
0
D T -
Xc =3
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Calculons le moment d’inertie de la section en T par rapport aux axes neutres Gx et Gy.

v 4 A ay
4 >< > G2X
O/ — X
Y61=9 " » GI1X
YG1= ‘I"E=E,1ﬂ
Y @) : 4 = X v
0
SO -
X =3

Calcul du moment d’inertie de la section en T par rapport a I’axe Gx.

Ona: Iex (S) =lex (S1)+Iex (S2)

D’'aprés le Théoréme de HYGENS,Ona: Igx(S1) =Icix(S1) + S1d?

Avec : d = distance entre les axes Gx et G1x = (YG - YG1)
De méme: Iox (S2) = Ig2x (S2) + Szd?
Avec : d = distance entre les axes Gx et G2x = (YG - YG2)

U: Iox (S) = leix (S1) + S1(YG - YG1)? + Ia2x (S2) + S2(YG - YG2)?

~ by(hq)3 2 by (hz)” 2)° 7
== + (bix hi1) (YG-YG1)* + e ———+ (b2x h2) (YG-YG2)
2x83 6x 23

+(2x8) (6,14 -4)% + + (2% 6) (6,14 - 9)?

lex [S} = 260,76 cm®

Calcul du moment d’inertie de la section en T par rapport a l'axe Gy.

Ona: Igy (S) =ley (S1)+Icy (S2)

D’apres le Théoréme de HYGENS, Ona: Iy (S1) =Igiy (S1) + S1d?

Avec : d = distance entre les axes GY et G1Y = (XG - XG1) = 0 (car les axes sont
confondus)
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De méme: Igy (S2) = lg2y (S2) + Szd?

Avec : d = distance entre les axes GY et G2Y = (XG - XG2) = 0 (car les axes sont
confondus)

Dol : lay (S) = ety (S1) + S1(XG - XG1)? + Iazy (S2) + S2(XG - XG2)?

ha(b2)’

3
"0+ (b1xha) (XG - XG1)? + = 272+ (bax ha) (XG - XG2)

8x2° 5 . 2x6”
- +(2x8)(3-3)° + -

+(2x6) (3 -3)2

ley (S) = 41,33 cm*

On peut calculer aussi les moments d'inertie de la section par rapport aux axes Ox et Oy
en utilisant le Théoreme de HYGENS

lox (S) = Iex (S) + Sd? = Iex (S) + S.Y¢?
Avec: d = distance entre les axes OX et GX = YG
lov (S) = Iy (S) + Sd? = Igy (S) + SXc?
Avec : d = distance entre les axes 0OY et GY = XG

Application numerigue :

lox (S) = Iex (S) + S.Y¢*= 260,76 + 28 x 6,14% = 1316,34 cm*

lov (S) = Iy (S) + SXe= 41,33 + 28 x 32 = 239,33 cm4

Cas général :

Pour déterminer le moment d’'inertie d'une section composée, on commence d’abord par
la determination de la position du centre de gravite de la section ( XG, YG).

On peut facilement calculer les moments d’inertie par rapport aux axes neutres en
utilisant les formules suivantes :

Iox (S) =3 [ (leix (Si) + Si(Ye - YGi)?]

Iay (S) =5 [ (leiv (Si) + Si(Xc - XGi)?]
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e) Module d'inertie d'une section.

Le module d’inertie d'une section est une caractéristique qui caractérise sa capacite a
résister aux déformations latérales.

[l est defini par la formule suivante :

IGX(S)
AEaL) = Ymax

Exemple :

Calculer le module d'inertie par rapport a I'axe GX de la section rectangulaire
représentée sur la figure suivante :

A
20 cm Gx
Ya
#
o >
40 t_:_m X
Ona: Joxstn= 2220 _ 96666.67 cni®
12 12
Ymax =10 cm
IGX(S 26666,67
MIGX(S) = =)= 2 = 2666,67 cm?

Ymax 10

Le module d’inertie est utilisé pour calculer la contrainte maximale de flexion dans une section

donnée
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3) Exercices d’application : Determination des
caracteristiques geometriques des sections

Exercice 1 : On considere la section en U représentée sur la figure suivante :

1) Déterminer et représenter la position du centre de . .
- -
gravite de la section. "
2) Calculer les moments d’inertie de la section par
rapport aux axes neutres.
3) Calculer le module d’inertie de la section par 10
rapport a l'axe GX
v
Les dimensions sont en cm - &
12

Solution (Exercice 1)

1) Détermination de la position du
centre de gravité de la section.

Surface | XGi | YGi XGi.Si YGi.Si
Si

Section | 3x10= | 1,5 |5 1,5x30=45 5x30=150
1 30

Section | 3x6 = 6 1,5 | 6x18=108 1,5x18=27
2 18

Section | 3x10= | 10,5 |5 10,5x30=315 | 5x30=150
3 30

Somme | 78 468 327 -

La position du centre de gravité est déterminée alors par les formules suivantes :

XGi.Si YGi.Si
X = 2 : Yo = 2
Y Si
468 _ 327
= E =6cm
Ymax= 5,31 cm
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2) Calcul des moments d’inertie de la section par rapport aux axes neutres

On peut facilement calculer les moments d'inertie par rapport aux axes neutres en utilisant
les formules suivantes :

lex (S) =3 [ (leix (Si) + Si(Ye - YGi)?]
loy (S) =3 [ (laiv (Si) + Si(Xc - XGi)?]
D'ou:

Iox (S) = Icix (S1) + S1(YG - YG1)? + la2x (S2) + S2(YG - YG2)* + Ie3x (S3) + S3(YG - YG3)?

b.(h 3 3
. 1‘;;) + (b1 x ha) (YG = YG1)?+ 222 E} +(bz x h2) (YG - YG2)?+ bﬂ(hﬂ} +(bsx h3) (YG - YG3)?
3 x 103 6 x 33 3 %10°
= xlz + (3x10) (4,19-5)% + 222 4 (6x3) (4,19- 1,5)% + —— +(3x 10)(4,19- 5)?
lex (S) = 648,12 cm*
D’autre part:

Icy (S) = Ic1v (S1) + S1(XG - XG1)* + Ig2y (S2) + S2(XG - XG2)* + Ig3y (S3) + S3(XG - XG3)?

3
hl{f’ﬂ +(b1x h1)(XG - XG1)%+ fa(b 2)

+(bz2x h2)(XG - XG2)%+ ""3“’3) + (b3 x h3)(XG - XG3)?

10 x 33 3x63 10 33
= 1"""2 +(3x10) (6- 1,5)% + —— + (6x 3) (6~ 6)% + —

+(3x 10)(6- 10,5)?

ley (S) = 1314 cm*

3) Calcul du module d’inertie de la section par rapport a I’axe GX

MIGX(S) = —=2)- #4812 _ 111,55 cm?

Ymax 5,81
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Exercice 2 : On considere la section en | (double té) représentée sur la figure suivante :

1) Déterminer et représenter la position du centre de
gravité de la section. I 2
2) Calculer les moments d’inertie de la section par 3
rapport aux axes neutres. 2
3) Calculer le module d’inertie de la section par - 10
rapport a l'axe GX
I 2
Les dimensions sont en cm
-
12
Solution (Exercice 2)
1) Détermination de la position du centre de gravité de la secfion.

La section admet deux axes de symétrie, alors son centre
de gravité se situe au point d'intersection des deux axes.

GX

D'ou:
XG=6cm
YG=7cm
Ymax =7 cm
1) Calcul des moments d’inertie de la section par rapport aux axes neutres
GY
S3 I 2
52
1 I 2
« .
12
105
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On peut facilement calculer les moments d'inertie par rapport aux axes neutres en utilisant
les formules suivantes :

Iex (S) =3 [ (leix (S1) + Si(Ye - YGi)?]
Iev (S) =3 [ (leiv (Si) + Si(Xc - XGi)?]
D'ou:

Iex (S) = Io1x (S1) + S1(YG - YG1)? + lazx (S2) + S2(YG - YG2)? + laax (S3) + S3(YG - YG3)?

3 , 3
- E”T;J +[l:r..:w:hf.l][‘fis—‘1{151]*‘55'3(1’;23l +(b2x hy)(YG - YG2)2+ bE(“ﬂ + (b3x hs)(YG - YG3)?
3 3 3
= 4 (2x12) (7- 1)+ 2+ (2% 10) (7- 70 + T + (2% 12)(7- 13)?
lex (S) = 1910,67 cm*
D’autre part:

Icy (S) = Ie1v(S1) + S1(XG - XG1)* + T2y (S2) + S2(XG - XG2)? + Ie3v (S3) + S3(XG - XG3)*

h1(b1] 2( 2)3

1+ (b1 x hi) (XG - XG1)%+ + (bz2x h2) (XG - XG2)2+ hf‘-*“"?*) h3(03) ", (bsx hs)(XG - XG3)?

2% 13° 10 23 2 x 123
= Ilz +(2x12) (6- 6) + —— + (2x 10) (6~ 6)% + —

+(3x 10)(6- 6)?

ley (S) = 582,67 cm®

2) Calcul du module d’inertie de la section par rapport a I'axe GX

IGX(S)_ 1910,67

Ymax

MIGX(S) =

= 272,96 cm?
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Exercice 3 : On considére la section en L représentée sur la figure suivante :

. . . s i
1) Déterminer et représenter la position du centre de
gravitée de la section.
2) Calculer les moments d’inertie de la section par 12
rapport aux axes neutres. 180 | =
3) Calculer le module d’inertie de la section par
rapport a I'axe GX l 12
Les dimensions sont en mm ! *
| |
100
Solution (Exercice 3)
1) Détermination de la position du CDG de la section. .
Surface | XGi | YGi XGi.Si YGi.Si '
Si
Section | 12x180= | 6 90 | 2160x6= 90x2160=
1 2160 12960 194400
Section | 12x88= |56 |6 | 1056x56= | 6x1056= 180
2 1056 59136 6336
Somme | 3216 72056 | 200736

La position du centre de gravitée est déterminée alors par les formules suivantes :

Y XGi .Si Y YGi.Si 31,58
XG - = YG = - 172
> Si > S v =

8ot [ T
200736
72056 _ <
= —=2241mm  =—--==062,42mm
62,42
=9
Ymax= 62,42 mm 1.
ad -
100
107
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2) Calcul des moments d’inertie de la section par rapport aux axes neutres

On peut facilement calculer les moments d'inertie par rapport aux axes neutres en utilisant
les formules suivantes :

Iox (S) =3 [ (lix () + Si(Ye - YGi)?]
Iev (S) =3 [ (leiv (Si) + Si(Xc - XGi)?]
D'ou :
Iex (S) = leix (S1) + S1(YG - YG1)? + lg2x (S2) + S2(YG - YG2)?

~ by(hq)3 by (hy)*

== + (b1x h1)(YG = YG1)* +

+ (b2 x h2)(YG - YGE]E

12 x 1807 88 x 12°
= xﬂ + (12x 180) (62,42 - 90)? + —

+(88x12) (62,42 - 6)°

lex (S) = 10849166,34 mm“= 1084,92 cm*

D’autre part:

Iy (S) = Io1v (S1) + S1(XG - XG1)? + Izy (S2) + S2(XG - XGz2)?

3 3
na(0), (b1x h1)(YG - YG1)* + R2(s)

= 2
15 = + (b2 x h2)(YG - YG2)

180 x 12° 12 x 88°

12

+(12x 88) (22,41~ 56)°

+(12x 180) (22,41 - 6)* +

ley (S) =2494791,17 mm* = 249,58 cm*

3) Calcul du module d’inertie de la section par rapport a I’axe GX

IGX(S :
MIGX(S) = =XO)_ 108432 _ 423,81 cm?
Ymax 6,242

Exercice 4 : On considére la section en T creuse représentée sur la figure suivante :

1) Déterminer et représenter la
position du centre de gravité de la P o &
section.
2) Calculer les moments d’inertie de la
section par rapport aux axes e
neutres. A
3) Calculer le module d’inertie de la 20
section par rapport a l'axe GX ¥
0§ | O
10

Les dimensions sont en cm — b

10 10 10
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Solution (Exercice 4)

1) Détermination de la position du centre de gravité de la section.
Y
Surface Si | XGi | YGi XGi.5i YGIi.Si

Section | 30x40 = 30 | 10 | 30x1200= | 10x1200= 14

1 1200 36000 12000
Section | 14x60 = 30 | 47 | 30x840= 47x840=

2 840 25200 39480
Section | 3,14x10%/4 | 30 | 15 | 30x78,5= | 15x78,5=
3(Vide) | = 78,5 2355 1177,5
Somme

1961,5 58845 |50302,5 N—
10 10 10 X

La position du centre de gravité est déterminée alors par les formules suivantes :

GY
- :
_ Y XGi Si v, = ZYGLSi A
= . G = .
Si Si
: - 2836 14 I
50302,5 _
i =30 cm T 19615 3,64 cm v 4 GX
5 A
1961, 20
b1
25,64 10 O
X
max = 23,35 cm v 10 |
4 e ——i- =

10 10 10

2) Calcul des moments d’inertie de la section par rapport aux axes neutres

On peut facilement calculer les moments d'inertie par rapport aux axes neutres en utilisant
les formules suivantes :

lex (S) =3 [ (leix (Si) + Si(Yc - YGi)?]
Loy (S) =3 [ (leiv (Si) + Si(Xc - XGi)?]
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D'ou :

Iox (S) = lcix (S1) + S1(YG = YG1)? + Ia2x (S2) + S2(YG - YG2)? - I63x (S3) - S3(YG - YG3)?

bi(hy)? b,(h3)? —
= 1‘;;) + (b1x h1)(YG - YG1)? + 2(%2) + (b2x h2)(YG - YG2)%- — (i) (YG - YG3)?
_ 20x 403 60 x 14~i r10?

+ (60 14)(25,64-47)*- = LAl +-)(25,64 - 15)?

= =2+ (30x 40) (25,64 - 20)* +

lex (S) = 532430,27 cm*
D'autre part:
Icy (S) = o1y (S1) + S1(XG = XG1)® + Ic2y (S2) + S2(XG - XG2)* - Ieav (S3) -S3(XG - XG3)?

ma?

5

_ hy(by)? » . ha(by)? o md*

+ (bix h1)(XG - XG1)? + + (bz2x h2)(XG - XG2)? - ) (XG - XG3)?

mT10®

+ (60x 14)(30 - 30)? - ”;[ ) (30 - 30)?

_ 40x z20° 14 x 607

= == +(30x 40) (30 - 30)* +

ley (S) =278176,04 cm*

3) Calcul du module d’inertie de la section par rapport a I'axe GX

IGX{S) 532430,27
Ymax 28,36

MIGX(S) = = 18774 cm3
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VI) Differentes sollicitations simples

1) Compression et traction.

a) Définition
Une barre est site sollicitée en compression/traction s’elle est soumise a un effort
Normal N.

Si I'effort N tend a tendre la barre, on dit qu’elle est soumise a une contrainte de

traction ' .
Avant déformation

N N
Ligne moyenne

4 >

Lo

Apres deformation

'
Ligne moyenne
- =

L¢

L'allongementdelabarre AlL=Li-Lo> 0

Dans le cas ou I'effort normal tend a comprimer la barre, on dit que cette derniere

est soumise a la compression. , :
P Avant deformation

N N
Ligne moyenne

4 >

Lo

Apres deformation

< >

Ls Rétrécissementdelabarre AlL=Lsi-Lo< 0
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b) Contrainte normale de compression/traction.

Chaque élément de surface AS supporte un effort de traction Af parallele a la ligne
moyenne.
¢ |[]yarépartition uniforme des contraintes dans la section droite. D'ou :

G : contrainte normale en Mpa ou en N/mm’

o N N : effort normalen N
T8 S : aire de la section droite en mm’

¢) Condition de résistance a la compression/ traction.

Chaque materiau a deux contraintes admissibles a ne pas dépasser :
e Une contrainte admissible a la compression
e Une contrainte admissible a la traction

Ces deux résistances admissibles sont determinées a partir des essais au laboratoire.

d) Essai de Traction

L’essai de traction permet, a lui seul, de définir les caractéristiques mécaniques
courantes des mateériaux.

Les résultats issus de cet essai, permettent de prévoir le comportement d’une piece
sollicitée en Cisaillement, Traction / Compression et Flexion.

Principe de I'essai

L'essai est réalisé sur une machine de traction.

On applique progressivement et lentement (sans choc) a une éprouvette cylindrigque
de formes et de dimensions normalisees, un effort de traction croissant N.

Ligne moyenne

Lo

Apres déeformation

Ligne moyenne
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Caractéristiques mesurées

¢ [o:Longueur initiale de I'éprouvette au repos (sans charge).

® L Longueur de I'éprouvette mesurée sous charge F.
® N: Force exercee par la machine d'essai sur I'éprouvette.
Déformation

L’éprouvette s’allonge par

L'allongement de labarre AlL=L - Lp

On définit aussi I'allongement unitaire comme étant l'allongement rapporté a la longueur
initiale Lo

o AL
L’allongement unitaire de la barre € = -L—
0
L'essai conduit a I'allure suivante :
|
Charge N (Ou contrainte & = N/S)
Fr : Charge maxi o la rupture
Fe : Charge maxi elastigue
- Rupiure
Allong dment
Allongement ou
" L . " J allongement &
Zone élastique Zone de déformation plastique Striction

113
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Si on s’intéresse au domaine élastique, on obtient la courbe suivante ;

A
c en MPa La contrainte normale varie proportionnellement avec la

deformation

ouk. ¢ Loi de Hooke

Avec E : Module d’élasticité du matériau en MPa

Appelé aussi Module d'Young

AL = Lo

N
ES

o=E.¢€ > | N/S=E. AL /Lo »

Une fois la contrainte admissible est déterminée, la condition de résistance s’écrit :

L’allongement se calcule par : AL N

Exemple 1

Une barre en acier de diametre D = 5 cm et de longueur 4 m est soumise a un effort
de traction de 15 KN

La contrainte admissible de l'acier vaut : 50 MPa

4m

N=15 KN

On donne : E= 2.10° MPa 5cm
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i) Calcul de la contrainte de traction :

Ona: o=N/S Avec S =tD?/4 =n5%/4 = 19,625 cm? =1962,5 mm?
Donc: o =N/S=15000N /1962,5 mm*= 7,64 N/m*=7,64 MPa
Ona:o=7,64 MPa £ 0adm= 50 MPa, alors la barre est vérifiée en traction.

i) Calcul de I'allongement :

N "
Ona: AlL= = .Lo = (15000 N*4000 mm)/( 2.10° MPa '1962,5mm?) =0,153 mm

e) Exercices d’application :
Exercice 1:

Déterminer les efforts, les contraintes et les déformations dans les différents troncons de la
colonne représentee sur la figure suivante :

Section circulaire de

diametre D=3 cm

Section carrée de

cotéa=4cm

Section rectangulaire

A=5cmetB=6cm

Ondonne: F1=20KN; F2=30KN ; F3 =40 KN ;

Ei=E2=E3=23.000 MPa
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i) Calcul des efforts dans les troncons :

La barre 1 est soumise a un effort de compression égale a : Fi= 20 KN

La barre 2 est soumise a un effort de compression égale a : Fi+ F2=50 KN

La barre 3 est soumise a un effort de compression égale a : Fi+ F2+F3=90 KN

i) Calcul des contraintes et des déformations

Section | Surface S Effort N (N) | Contrainte Longueur Allongement

en mm? en MPa=N/S | en mm en mm
=N.L/E.S

S1 (3,14*30%)/4 | -20.000 -28,31 2000 -2,47
=706,5

Sz 40*40 -50.000 -31,25 2200 -2,99
=1600

S3 50*60 -90.000 -30 2300 -3
=3000

Exercice 2 :

Une console a deux barres en acier AB et AC articulées en A est soumise a un effort F.

On donne :

E= 2.10°> MPa : Module d’élasticité longitudinale.

Contrainte admissible de compression 6¢= 60 daN/mm?

Contrainte admissible de traction ot= 150 daN/mm?

1) Déterminer les efforts normaux dans les barres.

2) Determiner les sections des barres.
3) Déterminer les variations des longueurs des barres.

Solution

1) Détermination des efforts normaux dans les barres

On projette |'effort F sur les lignes
des deux barres perpendiculaires.

On obtient :

Fag = F cos 30° =50 cos 30°
Fas= 43,3 daN

Fac = F sin 30° =50 sin 30°

Fac = 25 daN
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BC=6m

B
i)

F=50 daN

Fag est un effort de traction
qui tend a tendre la barre
AB. ( Effort dirigé vers
I'extérieur)

Quand a Factend a
comprimer la barre AC
(Effort dirigé vers I'extérieur)
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2) Determination des sections des barres.
a) Barre AB

La barre AB est soumise a un effort de traction, elle sera donc dimensionnée pour résister a
I"effort de traction Fas

On écrit la condition de réesistance a la traction :

Contrainte appliquée <  Contrainte admissible a la traction
C'est-a-dire o = Fag/Sas < o1= 150 daN/mm?
D'ou: Sae2 Fas/ou

Application numérique :  Sas2 Fas/o: = 43,3 daN / 150 daN/mm?* =0,29 mm?*

Sag= 0,29 mm*

a) Barre AC

La barre AC est soumise a un effort de compression, elle sera donc dimensionnée pour
resister a I'effort de compression Fac.

On écrit la condition de résistance a la compression :

Contrainte appliquée <  contrainte admissible a la compression
C'est-a-dire o = Fac/Sac < oc= 60 daN/mm?

D’ou: Sac2 Fac/oc

Application numérique :  Sac2 Fac/oc = 25 daN / 60 daN/mm?® =0,417 mm”*

Sac= 0,417 mm*
3) Déterminations des variations des longueurs des barres.

Pour calculer les variations de longueurs des barres, on utilise la formule suivante :

N La barre AB est en allongement ALag > 0

ﬂL:E Lo

La barre AC est en rétrécissement ALac < 0

NAB
ESAB

Donc : Alag = Lae Avec Lag= Lsccos 30 =6 cos 30 =5,2 m=5200 mm

D'ol Alag =+ (433 N x 5200 mm)/( 2.105 N/mm? x 0,29 mm*) = +38,82 mm

NAC
E.SAC

De méme : Alac =- Lag Avec Lac =Lecsin 30 =6 sin 30 = 3 m=3000 mm

D’ol Alac=-(250 N x 3000 mm)/( 2.105 N/mm? x 0,417 mm?) = -9 mm
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4) Cisaillement.

a) Contrainte tangentielle de cisaillement,
On considére une section d'une poutre soumise un effort tranchant T.

L'effort tranchant T engendre une contrainte
Sectioh S tangentielle uniforme dans la section S.

Cette contrainte tangentielle est exprimée par la formule suivante :

r : Contrainte tangentielle en Mpa ou N/mm’

T : Effort tranchanten N
S - Aire de la section droite cisaillée en mm?

T
T=—
S

b) Déformation

Une section soumise au cisaillement se 5
déeforme par glissement de la section Si.

- ﬂ.,t_ (tr'E'S pﬁtlt)

Ce déplacement peut se calculer par I'angle
de glissement Y en radians :

t=G.YDoncY=1/G

Avec :

G : module d’elasticite transversale exprime
en MPa

E
G= AVEC v : coefficient de Poisson
2(1+v)

T exprimée en MPa

Exemple :

Le module d’élasticité longitudinale d’un acier étant E = 200 000 N/mm?, son module
d’élasticité transversale est : G = 80 000 N/mm?
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Matériau Module de cisaillement Limite pratique de glissement 1
G en 10° M Pa R,, en M Pa
Acier 80 000 250
Aluminium 26 000 200
Verre 24 000 —
Polystyrene 10 500 —

Ordres de grandeur de quelques caractéristiques matériaux en cisaillement

Valeurs maximales des contraintes tangentielles pour quelques sections :

L.a contrainte maximale de cisaillement est calculée en fonction de la contrainte

moyenne.

Elle dépend aussi de la repartition de la matiere dans la section (Forme).

Pour des sections rectangulaires : Tyax = 3/2 Tmoy

Pour des sections circulaires : Taax =4/3 Tmoy

T

Pour des sections I  : Ty =
Section ame seule

c) Condition de resistance au cisaillement

Tmny= T/S

Chaque matériau a une contrainte admissible Tadm au cisaillement exprimée en MPa.

La condition de résistance au cisaillement s’écrit :

Tmax S Tadm

d) Exemple:

Vérifier au cisailement la section de la poutre, en béton, représentée sur la figure

suivante :
gq=10KN/m &
30 cm
“ 3 -4 . ¥
4m 20 cm
119
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Contrainte admissible
au cisaillement :

Tadm= 2 MPa
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Solution :

Les reactions aux appuis de la poutre se calculent par:

Ra=Re=qL/2; car la poutre est symétriguement chargée

Ra=Re=10%4/2 =20 KN.

L'effort tranchant dans la poutre s’exprime par :
T(x)=Ra-q(x-0)= 20-10x

T(0)=20-10*0=20KN

T(4)=20-10*4 =-20KN

A

T(KN)

20

> X (m)

-20

L'effort tranchant maximal vaut donc : Tmax = 20 KN
La contrainte maximale dans la section rectangulaire se calcule par :

Tmax = 3 /2 Tmax/S=3/2x20.000N/ (200 mm x 300 mm ) = 0,5 MPa.

On a: Tmax= 0,5 MPa < Ttadm= 2 MPa, donc la section est vérifiée au cisaillement.
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5) Flexion simple.

a) Définition
Une poutre est sollicitée en flexion simple lorsque le torseur de cohésion
s'écrit :

I"U {} 4
{Tf'm} = Iy Mg,
G L?'".:: Mj.__J

La poutre est soumise donc un effort tranchant et un moment de flexion.

g 135 — T s

X

M, bl B

b) Contrainte normale de flexion

A
La contrainte normale de flexion en un point M de la :
section s’exprime par :
O
5 Mfz _Mfz v ud o
M="Jr7 = . IM
22y~ 16z & T g
YM 7

Owm: Contrainte normale en point M en MPa.

IGZ : Moment d'inertie de la section par rapport a I'axe
horizontal. (Noté aussi Icx )

Mfz : Moment fléchissant dans la section.

La contrainte normale maximale dans une section se calcule donc par :

Ymax: La distance du CDG de la section a la fibre la plus

éloignée.
Mmax _ Mmax

OmMax="Tc7 - = 1GZ +Ymax Ymax et IGZ ( ou IGX ) sont traités dans le charpitre sur

o

Ymax les caractéristiques géométriques des sections
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c) Condition de résistance :
Dans une poutre soumise a la flexion, on peut rencontrer des contraintes de compression et des
contraintes de traction.

La vérification d’une poutre a la flexion conduit a la vérification des conditions de résistance a la
compression et a la traction.

On calcule alors les contraintes maximales de traction et de compressions et on les compare aux
contraintes admissibles connues.

d) Exercices d’application
Exercice d’application : on considere la poutre isostatique en acier, de section en double T,

représentee sur la figure suivante :

q=200N/m

1cm

- 10 cm >~

—

2 cm

Section de la poutre

On donne ;

e La contrainte admissible a la compression = 200 MPa
e La contrainte admissible a la traction = 150 MPa
e La contrainte admissible au cisaillement = 40 MPa

1) Calculer les reactions aux appuis de la poutre.

2) Etablir les équations des efforts internes T(x) et M(x).

3) Tracer les diagrammes des efforts internes et en déduire leurs valeurs extrémes.

4) Calculer les contraintes normales maximales dans la section de |la poutre et faire les
vérifications nécessaires.

5) Calculer la contrainte tangentielle maximale et vérifier la poutre au cisaillement.
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Solution

1) Calcul des réactions aux appuis de la poutre A et B.

Ona: Q=(qxL) =200x28)=5600N ; a=b=28/2=14m

YF1=}F | » Ra+Re=Q=5600N
YMF/A=0 » 14xQ-20 Re=0
Re=(14 x Q) /20 - Re =3920 N
Ra+ Rs=5600 N > Ra =1680 N

2) Les équations du moment fléchissant M(x) et l'effort tranchant T(x) le
long de la poutre :

Intervalle [0,20] Intervalle [20,28]

On laisse a gauche la réaction Ra on | On laisse a gauche les réactions Ra et
coupe la charge répartie q qui Rs et on coupe la charge répartie q qui
commenceax=0 commenceax=0

Effort s fre e e bl
= Ra-qi1(x- = Ra-q1(x-0)+Rs

tranchant | _ ;55 200 x - 1680 -200 x + 3920
T(x) = 5600-200 x

T(0) = 1680 T(20)= 1600

(KN) | T1(20)=-2320 T(28)= 0

e Rax -(q1/2) (x-0)* Rax-(q1/2)(x-0)* + Rs (x-20)
5. =Rax - (q1 X - X -(q1 X - + Rs (x-
fléchissan | .. 1002 + 1680 "

t M(x) = - 100 x* + 1680 x+ 3920 x - 78400
M(0)=0 = - 100 x* + 5600 x - 78400
M( 20)=-6400

(KN.m)
M(20)=-6400
M(28)=0
123
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3) Diagrammes de M(x) et T(x) :

T(N)
&

T(x) =1680-200x=0

2500 o

2000
1680
1000
x(m)

% 78

-6400

-1000
-2000
-2330
7056
v
M(8,4) = - 100%8,4% + 1680*8,4 = 7056 N.m M(N.m)

Les valeurs extrémes :
Tmax ( en valeurs absolues ) = 2330 N

Mmax* = 7056 N.m Mmax - = 6400 N.m

4) Calcul des contraintes normales maximales dans la section de la poutre et
vérifications des contraintes maximales :
Ces contraintes sont calculées par |la formule suivante :

& ﬂfnmnmr__.hfnmax:
ety IGx

(

. Ymax

Ymax

Pour calculer les contraintes normales de flexion, on aura besoin des caractéristiques
geometrigues de la section en double Té a ailes inégales.
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- O C11] —

$3 IE cm

1 cm

51

Détermination de la position du centre de gravité de la section.

Surface Si | XGi | YGi XGi.Si YGi.Si

Section | 1x10=10 | 5 0,5 | 5x10=50 0,5x10=5

1

Section | 4x2 =8 5 3 5x8=40 3x8=24
2

Section | 2x6 =12 5 6 5x12=60 bx12=72
3

Somme 30 150 101

La position du centre de gravité est déterminée alors par les formules suivantes :

XGi .Si YGi .Si
XG - E : YG — E - 3,53

Y Si > Si

150 =2 -337

=—2= — cm
5g = o 30 3,37 -
I-" 10 em —I—l
Ymax= 3,63 cm = 36,3 mm —s

Calcul du moment d’inertie de |la section par rapport a I'axe neutre

Ona:
Iex (S) =3 [ (leix (S1) + Si(Ye - YGi)?]
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D'ou :

Iex (S) = Io1x (S1) + S1(YG - YG1)? + lazx (S2) + S2(YG - YG2)? + Iaax (S3) + S3(YG - YG3)?

3 3
bl(h’ﬂ +(b1x h1)(YG - YG1)?+ 3(1?) +(b2x h2)(YG - YGZ]+b3(h3} +(b3x h3)(YG - YG3)?
. 1“:’ +(1x10) (3,37-0,5)% + +(2x4] (3,37~ 3)% + == +(2x6](3 37-6)°

lex (S) = 181,97 cm®*= 181,97*10* mm*

Calcul des contraintes normales maximales dans la section de la poutre et vérifications des
contraintes maximales.

Ona:
Mmax _ Mmax
O_Max=( I1Gx ) — ICx -Ymax
Ymax

Contrainte maximale de compression : Fibre supérieure

0*Max = ( M*max * Ymax)/ Iex = (7056*103 N.mm*36,3 mm)/( 181,97*104 mm*)
=140,42 MPa < La contrainte admissible a la compression = 200 MPa

Donc, la poutre est vérifiee a la compression.

Contrainte maximale de traction : Fibre inférieure

OMax = ( M*max * Y'max)/ lex= (7056*103 NNmm*33,7 mm)/( 181,97*104 mm#*)
= 130,67 MPa < La contrainte admissible a la traction = 150 MPa
Dong, la poutre est vérifiée a la traction.

5) Calcul de la contrainte tangentielle maximale et vérification de |la poutre au
cisaillement.

La contrainte tangentielle maximale dans la section en | = Effort tranchant maximal/section
de I'ame

Application numérique : Tmax = Tmax/ section de 'ame = 2330 N/ (20*¥*70 mm?)

Tmax = 1,67 MPa

On a: tmax = 1,67 MPa < La contrainte admissible au cisaillement = 40 MPa .Doncg, la
poutre est vérifiée au cisaillement.
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Exercice 1 : Calculer les contraintes maximales dans la poutre représentée sur la figure

suivante :

q1 =6 KN/m

F 3
2
R 10
I 2
. i
12

Les dimensions en cm

Le calcul des réactions aux appuis ainsi que des efforts internes est traité dans I'exercice sur

les pages 69 -70 -71.

Les résultats trouvés sont résumes comme suit ;

Tmax ( €n valeur absolue )= 22 KN =22000 N

Mmax += 0KN.m

Mmax-= -41 KN.m = -41*10°N.mm

Le calcul des caractéristiques géomeétrigques de la section est traité dans les pages 99 - 100

Les caractéristiques calculées sont résumées comme suit :

Ymax*'=7cm =70 mm

Ymax =-7cm=-70 mm

lex (S) = 1910,67 cm® = 1910,67 *10° mm*
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Calcul des contraintes normales maximales dans la section de la poutre

Ona:
- Mmax _ Mmax "
Max — ( 1Gx ) IG,I.' max
Ymax

Contrainte maximale de traction : Fibre supérieure tendue.

o*Max = ( Mmax * Y-max)/ Iex = (-41*106 N.mm*(70 mm)/( 1910,67 *10* mm?*)
=-150,2 MPa

Contrainte maximale de compression : Fibre inférieure comprimeée.

0 'Max = ( Mmax * Y*max)/ lex = (-41*106® NNmm*(-70 mm)/( 1910,67 *10* mm*)
= + 150,2 MPa

Calcul de la contrainte tangentielle maximale et vérification de la poutre au cisaillement.

La contrainte tangentielle maximale dans la section en | = Effort tranchant maximal/section
de I'ame

Application numérique : Tmax = Tmax/ section de ’ame = 22000 N/ (20¥140 mm?)

Tmax = 7,86 MPa

Exercice 2 : Dimensionnement d'une poutre en flexion.

Soit a dimensionner la poutre, de section en T, représentée sur la figure suivante :

8b
E 3
gqz=12 KN/m
q1=6 KN/m s
A
Y Y Vv Y
A i 6b
E B
3m Y
On donne : «—»
b

Contrainte admissible 6aam= 60 MPa

1) Calculer les réactions aux appuis de la poutre.
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2) Etablir les équations des efforts internes et tracer leurs diagrammes.

3) En déduire leurs valeurs extrémes

4) Deéterminer la position du centre de gravite de la section en fonction de b.

5) Calculer le moment d’inertie de la section par rapport a I'axe neutre GX.

6) En écrivant les conditions de résistance, calculer I'épaisseur minimale de la poutre
pour qu’elle soit vérifiée en flexion.

7) Vérifier la poutre dimensionnée au cisaillement sachant que la contrainte admissible
au cisaillement vaut : 10 MPa.

Solution

1) Calcul des reactions aux appuis de la poutre A et B.

On a: Va Q Ve
0 = (q1+c2|2}xL - (6+12)x 3 ~ 27 KN
- (g1+2q2)x L - (6+2+12)x 3 =1.67 m
3(q1+q2) 3(6+12)
(q2+2q1)x L (12+2+6)x 3 < > >
= = =1,33 m
3(ql+q2) 3(6+12) 1,67 m 1,33 m
TFI=%F | » Ra+Rs=Q=27KN
Y MF/A =0 > [ 1,67Q-3Rs=0 »| Re=(1,67xQ) /3
Re = 15 KN
Ra+Rg=27 KN 3 Ra =12 KN

2) Les equations du moment flechissant M(x) et I'effort tranchant
T(x) le long de la poutre :

On a un seul intervalle | 0 ; 3]

On décompose la charge trapézoidale en deux charges : une rectangulaire
d’intensité q: et I'autre charge triangulaire d’intensité ( qz-q1)
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— | (q2-q1)=6 KN/m
g1 =6 KN/m
v v &
-4 >
3m
Intervalle [0,3]
On laisse a gauche la réaction Ra on coupe les charges
rectangulaire et triangulaire qui commencentax=0
Effort = Ra-q1 (x-0)-(qz-q1)(x-0)*/2L
tranchant | =12-6 (x-0)-6 (x-0)*/(2*3)
T(x) =12-6x-x7
T(0)= 12
(KN) T(3)= -15
Moment
fléchissant | = Ra(x-0) - (q1/2) (x - 0)*-(gz-q1)(x-0)3/6L
M(x) =12(x-0) - (6/2) (x-0)* - 6 (x - 0)3/( 6*3)
=12x -3 x* - (x3)/3
KN.m M(0)=0 |
( ) M( 3)= 0 M(1,59) = 12*1,59 -3 1,59% - (1,593)/3 =10,16
TN) T(x)=12-6x-x2%=
A
x=1,59 -6400
12
x=1,59
6
x(m) X (m)
.
3 28
-6
-12 10,16 Mpmax* = 10,16 KN.m
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3) Les valeurs extrémes :

Tmax ( en valeurs absolues ) = 15 KN

Mmax = 10,61 N.m

4) Deétermination de la position du centre de gravité de la section.

Y
8b
>
$2 b
r
60 s1
h i > X
-
b
Surface Si XGi YGi XGi.Si YGi.Si
Section 1 | bxéb = 6b? 4b 3b 4b x6b*=24b3 | 3bx6b%*= 18 b?
Section 2 | bx8b = 8b? 4b 6,5b | 4b x8b%=32b® | 6,5bx8b?=52 b3
Somme 14b? 56b? 70 b?

La position du centre de gravite est déterminée alors par les formules suivantes :

e Y XGi .Si _YYGi.Si
T vy 6= vsi
3
_(56!)3]_ =(7ﬂ'b)_
T R 14b?
Ymax= 5b
131
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5) Calcul du moment d’inertie de la section par rapport a I’axe neutre GX.

Ona:
Iex (S) =3 [ (leix (Si) + Si(Ye - YGi)?]
D'ou :

Icx (S) = lg1x [Sl] + S1(YG - YGl]E + lg2x (SZ] + SE[YG - YGZ)E

= 2D 4 (byx ha)(YG - YG1)? + 282 + (b, x hz) (YG - YG2)?
E}x(ﬁb)3 8b x b*®

+ (bx 6b) ((Sb- 3b)? + + (8bx b) (5b- 6,5)?

12
lex (S) = 60,67 b?
6) Dimensionnement de la section de la poutre en flexion :

Pour que la poutre soit vérifiée a la flexion, il faut que :

OMax < Oadm : La contrainte admissible a la flexion = 60 MPa

Or : oMax= (Mmax*Ymax)/Iex = (Mmax * 5b)/( 60,67 b*)

Donc: (Mmax * 5b)/( 60,67 b*) < Gadm

C’est-a-dire : (M*max /12,134 b?) < Gadm

Alors: b*2 (M*max /12,134 Gadm ) = ( 10,16*106 N.mm /(12,134 *60N/mm?)
b?2 13955,27 mm?

Dol ; b224,1mm=25cm

7)Calcul de la contrainte tangentielle maximale et vérification de la poutre au
cisaillement.

La contrainte tangentielle maximale dans section en T = Effort tranchant maximal/section de I’'ame.
Application numérique : Tmax = Tmax/ section de I'dme = 15000 N/ (25*(7*25) mm?)
Tmax = 3,43 MPa
On a : tTmax = 3,43 MPa < La contrainte admissible au cisaillement = 10 MPa

Donc, la poutre est vérifiée au cisaillement.
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Calculer la charge maximale qmax que peut supporter la poutre dont le schéma
meécanique est représente sur la figure suivante :

On donne la contrainte admissible a la compression o = 25 MPa

q A

BRERNNNNN
) i

< > b

L=
2 m 25 cm

Solution :

Les réactions aux appuis se calculent par : Ra=Rs = qL/2

L’équation de I'effort tranchant s’exprime par :

T(x) =Ra—qXx avec:T(0)=Ra etT(L)=Rg etlafonction T(x)s’annule en x=L/2

L’équation du moment fléchissant s’exprime par :
M(x) = Ra x—(q/2) x*
M(0)=0 etMI(L)=0 et la fonction M(x) admet une valeur extréme en x= L/2

M(L/2) = Ra (L/2)-(a/2) (L/2)* = (qL/2)(L/2) = (a/2) (L/2)* = qL*/4 —qL?/8 = qL*/8

Dans une poutre de longueur L et qui supporte une charge uniformeément répartie, les
valeurs extréemes dans la poutre sont :

L L?
L e

Trnax e

Pour que la poutre soit vérifiée a la compression, il faut que :

O*Max € Oc¢ La contrainte admissible a la compression = 25 MPa

Avec : OMax= [Mmax*vmax]xlﬁx
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Pour la section rectangulaire,ona:

Icx=bh3/12 =25*353/12 =89322,92 cm*=89322,92 *10* mm*

Ymax = hfz . 17;5 cin = 175 mim

La condition s’écrit : omax = (Mmax*Ymax)/lIex € oc

gL’

Alors: (

Application numérique :

*Ymax]j(l{}}{ < Oc

D'ou: q< (0c*8 * Iex)/( Ymax * L)

qs (25MPa *8 *89322,92 *10*mm* ) /(175 mm *5000 ? mm?) = 40,83 N/mm

Soit: g <40,83 KN/m

La poutre peut supporter une charge rectangulaire maximale égale a 40,83 KN/m
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