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Centre de formation Cnam — INPHB
Chaire des travaux publics
2015-2016
Résistance des matériaux pour I'ingénieur constructeur CCV 107
Professeur : TRA Bi et ZAGBAI

Examen de la deuxiéme session Durée : 3 heures

Polycopies et TD autorisés Calculatrices autorisée

Exercice 1 : Etude d’une poutre console en béton armé

A
fi’12,5 cm
> : Q=125 kN
— ——
EG e G :x_,_'_ ___________ X
2x 25 cm //,__o_:_ """"""""""" A >
X [ > 4 I
z 47 P Ty
yias - |
- 2X18cm
L =3,5m :/

A

Poids propre de la poutre : Densité du béton 2,5
1.1 Indiquer la nature des sollicitations dans la poutre
1.2 Déterminer et représenter les efforts internes dans la poutre

1.3 Déterminer la contrainte normale dans les sections Xq et 24
1.4 Déterminer et schématiser les contraintes tangentielles dans les sections Xq et X,

Exercice 2 : Etude d’une poutre continue a inertie constante
Q=15t/m

) <8
&i 12m 12m

»
»

v

<
<

1/ Déterminer et représenter les efforts internes dans la poutre continue ci-dessus d’inertie I et
de Module d’¢élasticité longitudinale E

2/ Calculer les réactions d’appuis (moments sur appuis, réactions verticales, réactions
horizontales)
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Exercice 3 : Etude d’un portique isostatique dont la traverse est soumise & une charge
repartie triangulaire variantde gg a 0

Qg =15 KN/m

B "I""llll.., C

Caractéristiques des barres
Longueurl:6m
Module d’Young E: 21 000 daN/mm?
Moment d’inertie : |

Travail demandé
o lI1.1 Calculer les réactions d’appuis
o [11.2 Déterminer et représenter les efforts internes
dans les barres de la structure
e |[11.3 Déterminer la variation de la longueur du

A poteau (AC) sous I’effet de I’effort normal B

Consignes Générales

e La compréhension des questions fait partie de |’évaluation.
e Toute donnée manquante est laissée a votre initiative.

o Sil vous manque un résultat intermédiaire, faites des hypothéses cohérentes avec les
données de [’examen.

e Seules les réponses faisant référence au numéro de la question seront évaluées.
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Conservatowre mationa
des arly of metions
Centre de formation Cnam — INPHB
Chaire des travaux publics
2016-2017
Résistance des matériaux pour l'ingénieur constructeur CCV 107
Professeurs : TRA Bi et ZAGBAI Arnaud

Examen de la premiére session Durée : 3 heures

Polycopies et TD autorisés Calculatrices autorisées

Exercice 1 : (6 points)

o ST &
L

3L

v

<
“«

1/ Calcules les réactions d’appuis

2/ Déterminer et représenter les efforts internes (M.N.T)

3/ Déterminer la vanation de la longueur du poteau (Al. A2)l

Module d’Young E: 21 000 daN/mum°  Moment d'inertie : I. Section S= 40 cm®

Conservatoire National des Arts et Métiers - INPHB CCV107_1_RDM (2017) - page 1/3

Scanned by CamScanner



e Cnam

0.-\'..“
"ty o e,

Exercice 2 : (4 Points)

2Q = 6 kN

& El G&_ El G,

Sm

»

1/ Représenter Jes diagrammes des efforts internes dans la poutre ci-dessus

2/ Calculer Jes contrantes nonnales extrémes dues au moment fléchissant dans les
sections d'appui
Exercice 3 ; (¢ points)

On considére un arbre de transmission donne par la figure ci

~dessous et les actions
meécaniques extérieures qQui lui sont appliquées. On se propose de calculer la résistance de
I'arbre.

F2
F3 F4
F8 A P,

:O
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3) Calculer le diametre minimal (d) de I'arbre a partir de la condition de rigidité
Suivante : 858, avec 8= M| /G*I*S (6 trouvé a partir de la valeur absolue de M) ;

ou | = module d’inertie de la section circulaire S.
4) Pour ce diamétre, calculer la contrainte tangentielle maximale en torsion et
conclure ;

5) Pour le diameétre trouvé, vérifier la résistance de la section la plus sollicitée vis-a- vis
du cisaillement Tmoyen

On se propose de remplacer I'arbre plein de diamétre d = 30 mm par un arbre creux de
diamétre intérieur d1 = 22 mm. Calculer le diamétre d2 de fagon a ce que la contrainte
tangentielle maximale en torsion garde la méme valeur que celle de I'arbre plein.

Exercice 4 : (4 points)

On considére un systéme triangulé reposant sur deux appuis simples A et E comme indiqué
sur la figure ci-dessous. Chaque barre a une longueur de 3 m.

F1 l F2 F3 l

8 C D

a A : G e A

Le systéme regoit aux nceuds B,C et D respectivement les charges F1, F2 et F3.

On demande de :

1) Déterminer la nature du systéme (isostatique ou hyperstatique ?) ;

2) Calculer les réactions d’appui;
3) Déterminer les efforts dans les barres par la méthode graphique de CREMONA.

On donne F1=F2=F3=20kN

NB : utiliser les feuilles millimétrées.

Consignes Générales
e La compréhension des questions fait partie de l'évaluation.
o Toute donnée manquante est laissée a votre initiative.
e S’il vous manque un résultat intermédiaire, faites des hypothéses cohérentes avec les
données de |'examen. .
o Seules les réponses faisant référence au numéro de la question seront évaluées.

Conservatoire National des Arts et Métiers — INPHB CCV107_1_RDM (2017) — page 3/3

Scanned by CamsScanner



- -

Elomens B Qoo SNPRE- CHAM

. ‘ o
RESolLuTioNS De s exee. C\CES DT D

E xeeciee NN

5= 20 &M
Fo = 20K
F$ = 9 kc’l

Rn /“\ge

1) Nowbe do lmma b=t

o e M ralackins doppes = Y T A o
R i e P o
1 - A K 2K "““‘3"( ' e Je o
h&’c\eﬁ’;n'w,g [ & yavss % L -y J_ow .me S"J
! & X W\.&rq» A éékn,wu\m Ok:"?‘i‘)}( PV le LRy /Q-a ‘\zp
* ?Vv\yeﬁfnﬂhr@md Zwak\'crhl 'V, »_._,i.)/'_ A‘N
%k &""b ’ . A4 = 2.3 -2 \os< £-
L= -2 o:/k_ ‘M (o,grg&ks ‘~.»
- J E A’ LG\ .
gjs-ﬂ.ml'.

) Calld du ralchers

.h/ (‘:ﬁ.h-\(

Okrﬁfwg
= &

RaeRp= G ¥Foxt = bo | L\S#ww&ggo%
‘1/'3 “.'-0-—% R.kxg.‘aox':hg"%“ '

oY
Ry = 2% 2okW Los )

A = e ot N V“'Y‘“’*)

e

.0 . - - Q0 - ’f.«i
o Q. M-*L‘Q'J)(, > o s e 'y
" Qa Mw&{-‘okb “Qj{}m\-’l«\r‘:% Mvg“e-l-\ ‘L'av_q_x °(-L %QL‘, 'S o

JQ&»X»'NO\M .

Scanned by CamScanner

i



» O"' F\"“‘\d\ Ataa -“{\DQ"‘LQ\'L K Al =

/
. Onconehcuch 'Q/A\nw* s
CRE Mo N

Z\’Z/? -0 B@ﬁ%i@f@z‘){ X

7 R&X‘l\.—-a\x&“; —o
4 . .

&) A'o.  Be = QAo 20

- é,iG»é

"“'Q%) oAy K

RC <
L= &

Py rY—— o= = T i 250 PR
- ays oI ST AT TN Sl e

Scanned by CamScanner



/,.
i ) >
va <~ ‘QA P - Q
» KN
d-Co 2D Bz ~Ho+Le F -
4

o5 = - N
Aot GF. -2 T M SHEE

w( ,Q‘MJZ,W Apg

Ao ~ ‘F3 'FG-{CZ-
S au fh | Teadhen
& 3;%‘\0 ‘ _
Z N 1 AF, 30 Covaprestion
G oA
B 3 | - AMSWE Tradhen
7 |Fe kA EWE Cotnpraset
3-% :
q fa . «32,5 TeaeXie n
L :
N L 1o A4, B0 Conn pressro
ada e |~ SuT Tradiy
F5 (@ [P0 EE |G

i

Scanned by CamScanner



Cof g Lcice : Bl Ty :
Lo B9 -
YN =
N, ° e s Qu.ﬂi A b{’e QMA As So hedyim
7 . Me- A
U;thhv\ < -
g\nﬁA/ JVO W‘ww& _,Q& ,.,:.@AMU ﬂMm A
Rk Lo Sow T et T
'w:h*—«/kw\ @’ ! T %
7
&
.
UL"-3 M
) Corpoontis T 63 ) e e
f\Q"') C)L p\ A
N7 e '3 () ke ()
CL) o€ € EO, #K_ &__—-—-__*,;;Uﬂv-
Ny = 9 o
= ’3*’?“:0__;}—?&):«?4-‘-‘30 HOBL . N
M#? ¥ fioC o T\\;gg; 2 ~Taxz 00 ‘QW‘“‘>
)L_G})‘— - 300 o
N
W
- e
5 el e r,__f——r’?-@‘* Ut :
) o, e b )

NGD o N S

T - %o B{.§*~3="‘°"

Mg slaer)zo D T -

B o

\‘l(m} = ‘%%

(o]

- oo

Scanned by Cam‘Scéh‘né'rw



’fc:) * € [\5., C ):

NL’:\) = g0 \|

Tc’ﬁ » F\ﬂ F’}_ o) QTUL);—

Lo\ - 2°
H"?@* Fz - © (:me\a}vx:l -0 =) ‘QS )

V\;X(Q-')' %00 & ‘Po0 (‘x~0ll\)
“-Jré") = Woox —2«0

/('3@3 T - C;o& }
' 6o
el -
Ao © Qoo —

Yipd - W2 T Noee

)
ore + € (-7

4ot v 4 e 4O

-
~ looo %~ 527

@ poirt)

- A
Scanned by CamScanner




INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE FELIX
HOUPHOUET BOIGNY

ECOLE DE FORMATION CONTINUE ET DE
PERFECTIONNEMENT DES CADRES

RESISTANCE DES MATERIAUX

DEVOIR N°1

Durée : 3 heures

DOCUMENTS AUTORISES
L ETUDEDUEP’ORTIQUEREPRE SENTECI-DESSOUS” -
. F
/gﬁ‘i’?\ 2 /iﬁm T
D ¥ 3 Ly y ’l___
A

C

2L=6m 2q=1,7 kN/m

ttrtt1Ttt o

1) Déterminer les réactions d’appuis de cette structure
2) Indiquer la nature des efforts internes dans les barres (A,D), (C,F),
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|~ _‘,"h» - :" - 'j F w:; INT D7 “'m'~?"zjzb;'bl«_' SRR AR N S Y R
I ETUDE D*UN POTEATREN - T e

FszN a=0,6§m_/' ;
_________ S
i Q=25kN
4 !
=12 kN :
: ' /// /////,
W
Section d’appui §§§

7

1) Déterminer les efforts internes dans une section courante du poteau représenté
ci-dessus

2) Calculer les valeurs des efforts internes dans la section d’appui du poteau

3) Donner I’expression de la fléche et de la rotation dues a la charge P

4) Donner I’expression de la fleche et de la rotation dues a la charge Q
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5) Donner ’expression de la déformation due a la charge I
0) Calculer les contraintes normales aux points G, I (y=22,5, 2=0), ¥ (y=0, z=32,5),
K (y=22,5, -32,5), L (y=22,5, z=32,5) de la section d’appui

Module d’é€lasticité longitudinale E = 8 000 daN/mm?2

III. HYPERSTATICITE ET ISOSTATICITE EXTERIEURES

Rendre extérieurement isostatique les structures ci-apres.
Attention ne pas les transformer en mécanismes (systémes instables)

A
%,7_ ' 72

A4

\

,

Ly

A
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INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE FELIX
HOUPHOUET BOIGNY
ECOLE DE FORMATION CONTINUE ET DE
PERFECTIONNEMENT DES CADRES

RESISTANCE DES MATERIAUX

DEVOIR N“2

Durée : 3 heures

GROUPE 2

DOCUMENTS AUTORISES

I/ ETUDE D’UNE POUTRE TRIANGULEE

I'y=4,5kN

F2=4,5 kN : Fi=35kN  Fs=1SkN

8 ( 10 v

—
(S
e
~N
o

H=Po

f
m / i i
/
an ,_
4 =

)
spmeugl (R |
—{CE3dm o ,. Le=36m | 4 L=36m | ,
l4 4 , , /

.1/ Déterminer les diagrammes
triangulée ci-dessus

mw efforts internes 1(—. N, T) de la poutre

1.2/ Evaluer les efforts dans les barres (1,2) ; (1,6) 5 (6,7) 5 (9,10) 5 (9,5)-

Indiguer la nature de chaque clfort calculé ;

1/ _.m.\_.c_:.“ ID’UNE PANNE COURANTE SIMPLEMENT APPUYEE
Zx Pente de la tolture : 20% o -
&£ Espacement des pannes : 2,2 m >v¢«r
% Longueur dela panne : 7,2 m ’
< Poids de la tdle et des fixations : _.xrm.\_:w A -

4.7 P

<& Poids de la panne : 12 kg/ml .-

<

25¢cn

QpF-cfaciop
'
T
)
'
\
\4

. I5cm
Section droite de la panne

I1.1/ Calculer les Bcaa:wka;._m:mm I, et Iy de la section droite de la panne
par rapport respectivement a I’axe Gzet alaxe Gy

11.2/ Déterminer les répartitions de charges linéaires dans les plans Gxy et
Gxz

112/ Déterminer les expressions des moments fléchissants par rapport aux
axes Gy et G,

11.3/ Evaluer les moments par rapport aux axes Gy et Gz a mi-travée

IL.4/ Déterminer expression de la contrainte normale dans une section
courante de la panne

115/ Evaluer la contrainte normale 2 mi-travée

I1.6/ Déterminer I’expression de la fleche dans la plan Gxy

[L7/ Evaluer la fleche & mi-travée dans le plan Gxy

ro
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INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE FELIX HOUPHOUET
BOIGNY

LCOLE DE FORMATION CONTINUE ET DE PERFECTIONNEMENT
DES CADRES

i g NAL
|

|

|

|

RESISTANCE DES MATERIAUX

- DEVOIR N°1
;: ‘ Durée : 3 heures
, | A __GROUPE2
| ' DOCUMENTS AUTORISES

o S

-
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= | A. EFFET DU POIDS PROPRE

'd

Sections droite de la poutre vt
Densité du béton armé : 2,5 ) “m
Module d’élasticité E =8 000 kg/mm?2 | | i
S
105em | & > Z

a) Déterminer les réactions d’appuis
b) Représenter les diagrammes des efTorts internes
c) Evaluer les contraintes normales aux points J (y=0 : z=0). K (y=37.5 : z= 27.5)
etP (y=-37,5:z=27,5)dela section A
d) Evaluer les contraintes normales aux points I (y=0: z=0), K’ (=37.5:2=273) aP’
(y=-37,5.2= 27.5) de la section B
e) Evaluer les contraintes extrémes dans les sections B et indiquer leurs positions
) Expressions de la fleche et de la rotation ;

g) Valeurs de la fléche et de la rotation aux points A,B.C.D
h) Donner 1’allure de la déformée

B. EFFET D’UNE CHARGE PONCTUELLE R\MI-TRAVEE

Mémes questions qu’au A pour une charge ponctuelle verticale descendante de 12 kN appliquée

en C (milieu de Ia travée BD).

C. EFFET D’UNE CHARGE PONCTUELLE HORIZONTALE DE 18 kN A

L’EXTREMITE A. ORIENTEE DE LA GAUCHE VERS LA DROITE
{La charge est dans P’axe de la poutre)

Mémes questions qu'au A
Expression des déformations axia

a)
b)

les:; Valeurs aux points A, B.C.DetE
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INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE FELIX
HOUPHOUET BOIGNY
KCOLK DE FORMATION CONTINUE ET DE
PERFECTIONNEMENT DES CADRES

RESISTANCE DES MATERIAUX

DEVOIR N°2

Durée : 3 heures

| | ) _GROUPE2
DOCUMENTS AUTORISES

I/ ETUDE D’UN PYLONE METALLIQUE

1.1/ Le pylone représenté ci-contre est-il

=18 m isostatique ou hyperstatique
> a) intéricurement

A

ﬂ‘ b) extéricurement

¢) totalement

d) indiquer, le cas échéant, les degrés
X @’ hyperstaticité intéricure, extérieure ou
totale

A

1.2/ Calcul des réactions d’appuis sous
A Ieffet du systéme de charges représenté sur
le schéma

I"= 1,5 kN
<

[ H=5x2,00m

»d
>

A

.L=38m

4;
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.' '\ |‘ ".\\ l““\.\\ I|‘|“I(N||“. N'I‘:"f\lllll‘)ll"!’ NlM"lll‘:M",Nl /\""lyy’/".

I’ 2,8 kN

17 3 2,00 kN

: &

) '\: S \
e % lh .\N

- 3 PP
S | ™ c.ovm “v
A ?
-
— ’ 12

6x1.80m

g
ey
1
——
IL1' Déterminer les efforts dans les barres (1,3) ; (2,3) ; (3,5)
11.2/ Indiquer la nature des efforts (traction ou compression) —
I ETUDE D’UNE POUTRE BI-ENCASTREE UNIFORMEMENT CHARGEE
q= 1,2 kN/m
[ !
LT UL L
I * ‘ ‘\l i

>

4
v
4
v
A
) §

(s
I 1_2 m

_..__’

‘_‘___.__-___.———.—.—_—-—
111,13/ Déterminer le degré d’hyperstaticité de In poutre ci ~dessus

1902/ Déterminer Jes moments sur appuis

100.3/ Donner Jes expressions du moment Néchissant, de Petfort tranchant dans wae

section courante d'abxcinne %

Scanned by CamScanner



B

EXAMUEN DE RENISTANCE DUS MATERIAUN e
SUET N \
Proposd le 20 Juin 2010 ) ' o i
S e S & k ) ;/ ( ) L% B
Duree 3 heures Nt -

DOCUMENTS AUTORINEN

U ETUDE D'UN ASSEMBLAGE BOULONNE (1 pat boulonud sure |
guuaset)

Quatte boutons 4 1o

I'= 24,8t

- ESURT

fousset

i 12 mum

1) Indiquer la nature des eftorts dans les 4 boulons d*assemblage représentés
par leurs axes sur le sehéma ci-dessus

2) Indiguer la nature des eflorts dans le plat

3) Caleuler Ueftort interne dans les boulons (répartition arithmétique des
etforts dans les boulons)

4) Calculer la contrainte dans le plat

3) Calculer la contrainte dans un boulon
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II/ ETUDE D’UNE FERME EN TREILLIS SIMPLEMENT APPUYEE

~

Py =3,0 kN

4

»e g
L »

Y
A
v

4
<

4x1,5m

1) Déterminer le degré d’hyperstaticité de la structure ci-dessus

2) Calculer les efforts dans les barres (1,3) ; (4,3), (4,6), (4,8) , (8.5)

3) Déterminer la variation de longueur des barres (1, 3), (3,6)
e barre corniére L 120 x 120 x 10 ; Section : 23 cm?
e module d’élasticité linéaire : 21 000 daN/mm?

III/ ETUDE D’UN DEMI-PORTIQUE PLAN

1 45 kN 2 Déterminer :

_3_‘ C A 1) les efforts internes dans les différentes barres
— ﬁ_ 2) les contraintes normales extrémes aux points 1,
— 2,3etC
— 3) les expressions des contraintes tangentielles en 1
— 2x3,4m 2

25 kKN/m—— 63 et
e sS

R —————E T & U 18 BV

Scanned by CamScanner















@))IuTLyon 1

tec‘ﬂno“o gique

Texcellence

17 SEMESTRE

MODULE M1102 :

SOLLICITATIONS SIMPLES
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TD-14-S1-M1102

STATIQUE APPLIQUEE AU

DIMENSIONNEMENT DES STRUCTURES

PROBLEME N°1

100N | 0.5m Calculez le moment de la force de 100Npar rapport au

J
point B.
A 1 Bl

REPONSES N°1

M., =BAAF, = +50k

PROBLEME N°2

z

F Soit un cube de 1m de c6té et une force IE de norme 100N. Calculer:

1°) Les composantes du moment de F par rapport au point A.
2°) La norme du moment.

° I 3°) Les angles entre le moment et les axes du repére.
o/ REPONSES N°2
0.5  —50v2
= ABAF =|-1 A 502 |=-25V2( + j+K) doi [, | =25v23mN
0.5 0
V3

cosQ, =cosa, =cosa, = R

PROBLEME N°3 100 N | 0.5m |
A B l
Réduisez la force de 100N au point B, puis au point
C. 0,.25m
c

IUT-LYONI1-GMP-DDS Page 5
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PROBLEME N°4

Calculez la valeur et la position de la résultante des deux forces paralléles.

100 N 200 N 100N 200 N
L 1m I 1m

A
\ 4
SR
(v o]
>
A
\
(v o)

REPONSES N°4

300 N
- im - _ im ‘ t
) - ) ] < im >
0 5 5 Lo
A  J 1/3m= A

PROBLEME N°5

Calculez la valeur et la position de la résultante des
deux forces concourantes.

1000 N

REPONSES N°5

1414N

IUT-LYONI1-GMP-DDS Page 6
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PROBLEME N°6

e) Décomposez le moment M suivant deux forces // passant par A et B, d'abord verticales,
puis inclinées a 45°.

3 0.5m
M=100 Nm
° A e oB
o)
0.5m
M=100 Nm
° B
o)
REPONSES N°6
» 0.5m 0.5m
M=100 Nm /
1 282.8)/
200 N
‘\§5°
° A ¢ ®B A \ B
200 N
1 432.8
o.mV

IUT-LYONI-GMP-DDS Page 7
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PROBLEME N°7

L'équerre ABC peut étre supportée de différente maniéres. Identifiez chaque cas.

o2

| -y 2
REPONSES @ @
Cas N° Isostatique Hyperstatique de Liaisons Liaisons
d° Incompletes Incorrectes
1 X
2 X
3 X
4 2
5 X
6 X
7 1
8 1
9 X
10 X
11 X X
12 1 X

IUT-LYONI1-GMP-DDS

Page 8
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TORSEUR DE SECTION

PROBLEME N°1

Déterminer les expressions, en fonction de x (dans x,y,z), des composantes non nulles du

torseur de section le long de la poutre et tracer leurs variations dans les

quatre cas suivants :

< 0.5m »l - 0.5m -
y 200N X
< X :G X A \- G, X B
4J1 ONm
<—0.25m <«—0.25m—»] -~ 04m__
d | y
2 4 200N x *T 100N/m
A G x B C A \ 4 v lG—‘" Y A 4 A 4 A
REPONSES N°1 Voir Annexe N°2
Equilibre
20 N
y 20 N
P t
i
A x e "
10 Nm
L=0,5m
Effort Tranchant T, =20
20N
+
2 B
Effort Tranchant : Ty
Moment de Flexion M_=20(0,5-X)
10 Nm
A
Moment Fléchissant : Mz
IUT-LYONI1-GMP-DDS Page 9




TD-14-S1-M1102
PROBLEME N°2

Le systéme suivant est constitué de trois poutres dans le plan. La poutre AB est de longueur L,

la poutre BC est de longueur L/2 et la poutre CD est de longueur 2L. Une force F est appliquée
en A. Le systéme est encastré en D.

Déterminer les expressions des composantes non nulles du torseur de section dans chacunes
des poutres et tracer leurs variations.

Données : L = 500 mm
Module de la force : 300 N

Remarque : Il n'est pas nécessaire de conduire une étude statique afin de déterminer les

réactions en D.
—>
= y
X B
A

: \
! o>’
/) E L/2
. = <
b X i i C
Y
REPONSES N°2
L=500 mm
300 N 4y
7 X B
A 7
2 v L/2
3;0 N T
7
X
D - . ¢
Yy @
150 Nm
L=500 mm L=500 mm

IUT-LYONI1-GMP-DDS Page 10
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N, =0

X

R, =T, =300

Zone AB:0< X <500mm

Zone CD :0 < X < 1000mm

Nx

Zone BC :0 < X < 250mm

M, =300(X —500)

N, =-300
R. = TyZO
M, =
M. =-150Nm
g300N

300N

300N @

150Nm

IUT-LYONI-GMP-DDS
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TD-14-S1-M1102

PROBLEME N°3

Déterminer les expressions, en fonction de x (dans x,y,z), des composantes non nulles du
torseur de section le long de la poutre et tracer leurs variations.

Vs > >

L/4 yII< L/4;

X5 — )2

—1B A "'_Q_Fl'

L < L >
X4 P
fo— L2 —
4y4
¢ D 1€
y3‘7
REPONSES N°3
X,=0
- Y, +Y,+P=0
R,+R,+P=0 Y, =P/2
Equilibre : — a7 er — = 0 = 8
MA(RA)+MA(P)+MA(RH)=0 0 YH =P/2
0

—PL/4+Y,L/2=0

~ol
[
>

|
~
[
(=)

M (P)=M ,(P)+AD A

L/2 |0 0
M ,(R,))=M,(R,)+AH AR, =| 0 AV, =| 0
0 [0 |v,L/2

IUT-LYONI1-GMP-DDS Page 12
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YHI ;1’[
H — 7
o G, x
N
Zone de HF : G1€[HF] xle[O;L/Z]
0 0
I:T;r]l_fF:IGl :_I:T'ext—mmont:l(;l - P/2 O
0 —xP/2]
Nx:O Mx=0
Ry =T, =—P/2 M; =| M, =0
]—;:O MZ:.xIP/z
Gl
yz[ £
A F —;
G, x,
L/4 Xy
\
y, H
Zone de FE : Gze[FE] xze[O;L]
* “P/2 0
[T;I];E ]G2 = _[Tvext—mmom‘ ]G2 - O O
0 —-PL/S
NXZP/Z M. =0
Reyy,=| 1T,=0 M; =| M, =0
T =0 MzzPL/S o

IUT-LYONI1-GMP-DDS Page 13
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J’3[
E

X3 G, x, D

L — >
P
% H
F
Yy,
Zone de ED : G3 - [ED] X, € [O;L/2]
0 0
I:T;IﬁD ]G3 = _[]—;xt%amont jIG3 =——P/2 0
0 —(L/4-x,)P/2
Nx :O Mx :O
RG3:Ty:P/2 MG3:> My:()
I =0 MZ=(L/4—x3)P/2 s
E Dy3[ _c
x, P ‘G3 X3
L 3 >
Y, Y,
Zone de DC : G3 = [DC] X, € [L/Z;L]
0 0
[T'irllzC:IG3 :+[Text—>aval ]G3 =+ _P/2 0
0 —(3L/4—x,)P/2
N =0 M. =0
RG3:>Ty:_P/2 MG3:> My=0
I,=0 M, =-(3L/4-x,)P/2]

IUT-LYONI1-GMP-DDS Page 14
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L Y G,
v
C D
Zone de CB : G,e[CB] x,e[0;L]
P/2 0
I:T;IiB ]G4 = +[Text—>aval ]G4 =+ 0 0
0 PL/8
N =P/2 M. =0
Re,=| T,=0 M; =| M, =0
T =0 M_=PL/8
G4
Ys| . %Y,
B
X 2 %
|5, Gs
Zone de BA : G.e[BA] «x e[0;L/4]
’ o 0
[T;ftA]GS :+[Text—>aval]G5 =+ P/2 0
0 (L/4-x,)P/2
Nx:O Mx:O
Ros=T,=P/2 M; = M, =0
T =0 M_=(L/4-x,)P/2 os

IUT-LYONI1-GMP-DDS Page 15
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IDIIZ
_A_

Nx

ID’I2

PL/8 H%m

Mz

P/2

A

P/2

il

PL/8

PL/8 W

Wﬁﬂ PL/8

P/2

IUT-LYONI-GMP-DDS
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PROBLEME N°4

y
I 4somm | 450mm | Un support ajustable plan est composé de deux
iA @ ‘ ‘ 2 poutres AB notée (1) et CD notée (2). La liaison
m— @ l _en A est un encastrement, les liaisons en C et
D B des liaisons ponctuelles sans frottement.

B

o PN ee)
T ‘ Une force verticale de 200N est appliquée en
| somm_ 600mm L s0omm_, D. Notez l'orientation particuliére du repére !
Figure 1 1°) Isolez le solide (2). Calculez dans le repére
x,y,z les composantes des actions en B et C s'exergant sur celui-ci.
2°) Isolez le solide (1). Calculez dans le repere x,y,z la réaction et le moment en A (en Nm)
3°) Calculer (dans le repere x,y,y) I'effort tranchant Ty (en N) et le moment fléchissant Mz (en
Nm) au point J de la poutre AB et au point K de la poutre CD.

REPONSES N°4

200 N 200 N
l 100 N
C T 8
J_K B D A ¢CJ
100 N 240 Nm 300 IN
F,,=-100j  F, =300 F,=200j M, =240k
T =300N M =135Nm TS =—100N  MJ =15Nm

IUT-LYONI1-GMP-DDS Page 17




TD-14-S1-M1102

PROBLEME N°5

.

Figure 2a Figure 2b

Une poutre de longueur L et de poids P repose sur deux appuis. La liaison en A est une
articulation plane, la liaison en B une liaison ponctuelle sans frottement. Le poids P est modélisé

soit comme une charge uniformément répartie a raison de % N/m (voir Figure 2a), soit avec

quatre forces concentrées équidistantes % (voir Figure2 b).

Notez que le repere de calcul a son axe « y » dirigé vers le bas.

1°) Apres avoir déterminé les réactions en A et B, calculez les expressions du moment
fléchissant Mz (dans le repére x,y,z) dans chacun des deux cas en fonction de P, L et x sous
forme de polyndme réduit en x (présenter les résultats sous forme de tableau).
a) Entre A et B pour le cas (a).
b) Entre A et C, puis entre C et D et enfin enfre D et E pour le cas (b).
2°) Tracer les variations de Mz dans chacun des deux cas en indiquant la valeur de
I'extremum du moment fléchissant en fonction de P et de L.

REPONSES N°5

2

Cas (@ M= A \é/
*PL/B

IUT-LYONI1-GMP-DDS Page 18
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PROBLEME N°6

yA
L/3 SR ) L/3 _‘

Ay By Cy kDy
Oy
X A 2

AJJy B v X C/ [y x D X

X
x »
PL/3
A B Cl (=) D
-PL/3!

Une poutre de longueur L est en équilibre sous l'action
d'un torseur extérieur plan composé de quatre forces
verticales inconnues, Ay en A, By en B, Cy en C, Dy en
D et d'un moment inconnu Mz en C. On conndit le
diagramme représentant les variations du moment
fléchissant Mz dans le repere x,y,z en fonction de P
(homogeéne a une force) et L.

Notez que le repére de calcul a son axe «y » dirigé
vers le bas.

1°) A partir du diagramme, écrire les équations, sous
forme de polyndme réduit en x, (en fonction de P, L et
X) représentant les variations de Mz pour chacune des
trois zones AB, BC et CD. En déduire les expressions
de I'effort tranchant Ty en fonction de P dans les trois
zones.

2°) Calculez a partir des efforts tranchants dans les trois zones AB, BC et CD les trois
forces extérieures verticales en A, B et C en fonction de P.

3°) En écrivant dans le repére

XY, Z que la poutre est en équilibre en déduire la

quatriéme force extérieure verticale en D en fonction de P et le moment extérieur en C en

fonctionde P et de L.

REPONSES N°6

M;‘B=Px TYAB:_P
M = % T, =-M, ¢ =0
M = Px—PL Ty =-P
A
A 1 e A " C/) T .
1 B 1 D B D
P P - 2PL/3

IUT-LYONI1-GMP-DDS
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TD-14-S1-M1102

PROBLEME N°7

La figure a représente un pont a couple a denture spirale de camion. La figure b représente de
fagon schématique I'arbre porte-pignon ABCD. Cet arbre est en équilibre sous I'action, en B et
C des réactions exercées par les roulements, en E des efforts exercés par la roue sur le pignon,
en D du couple moteur. Les cotes sont en mm, les forces en kN.

En considérant la liaison roulement C / arbre comme une liaison sphere/cylindre (liaison linéaire
annulaire) et la liaison roulement B / arbre comme une liaison sphére /sphére (liaison rotule ou
sphérique).

1°) Calculez, dans le repere X,Y,Z, et en réduisant le torseur en B, les composantes
des réactions en B et C exercées par les roulements sur I'arbre (en kN) et le couple moteur en
D (en Nm).

2°) Déterminer les expressions, en fonction de x (dans x.,y,z), des composantes du
torseur de section le long de la poutre et tracer leurs variations

100

150 Figure b

Figure a

IUT-LYONI1-GMP-DDS Page 20
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REPONSES N°7

10+B, =0

15+B,+C, =0

{_ R=F+F+F =0 _ 5+B,+C,=0
. =BEAF,+BCAF.+C, =0 3975+C,, =0
~15-150C, =0
~750+150C; =0

. 3915
Fy,=-10i —20j —4,9k

F.=5j-0lk - D
C. =-397,5

Zone AB: 0 < x < 50mm

N,=-10
R, =|T, =15
T, =-5
M, =-3975
Mg =M, =265-5x
M, =15x

Zone BC:  50mm < x < 200mm
N, =0
R,=| T, =5
T.=-0]1
M, =-3975
Mg =M, =—0,lx+20
M, =-5x+1000

Zone CD : 200mm < x < 300mm
N =0

E =|T,=0
T.=0

-397,5

X

M
M, =

S

y:O Y
0

z

IUT-LYONI1-GMP-DDS
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10kN

D 397,5kNmm

X X
D D
5kN 0,1kN
C
+
. 15kN | 5kN
D
Ty < A VA n
X
D
C
750kNmm B
My 365kNmm A Mz< A

IUT-LYONI1-GMP-DDS
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TD-14-S1-M1102

PROBLEME N°8

Le systéme suivant est constitué de trois poutres de longueur égale (L) dans I'espace. Les trois
poutres sont liées rigidement entre elles avec des angles de 90°.

Une force F est appliquée en D. Le systeme est encastré en A.

Données : L = 200 mm
Module de la force : 500 N

1. Etfude statique
Déterminer les actions exercées en A sur le systeme.

2. Torseur de section
Déterminer les expressions du torseur de section dans les trois poutres et tracer les
diagrammes des actions internes. En déduire I'endroit ot le systéme risque de casser
(les trois poutres étant identiques).

DRI
=
N

IUT-LYONI1-GMP-DDS Page 23
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REPONSES N°8

Equilibre {___. RiFA :FD :i. -
M, =ADANF,++M ,=0

F, =+500k

= _— - S
M, =100i =100

500L+M ,, =0

M, =0
500 N

IUT-LYONI-GMP-DDS

N,=0 N, =-500
R,=| T,=0 R,=| T,=0
T. =-500 T =
Zone AB:0< X <200 : : y
one <X< mm M, =-100 Zone BC: 0< Z <200mm M. =
M, =M, =500(200 - X) M,=|M, =
M.=0 M, =100
N, =0
R,=| T,=0
T =-500
ZoneCD:0<Y <200 z
one mm M. =0
M, = |M, =500(200-Y)
M. =0
Page 24




TD-14-S1-M1102

Ef,

nax

Noment f1échissant ¢ mx FFY = 10080 Nom - max HFZ = 100,00 Non
nox + Poutre 1-X 50,00 n S

Effort tranchant ¢ max 1Y
nax ¢ Poutre - X 2000

7 0000 Now e T2 = 0.00 N

IUT-LYONI-GMP-DDS

Page 25




TD-14-S1-M1102

PROBLEME N°9

Une structure spatiale ABCD est soumise en A a un forseur en A :
F =-487 (enN)

M =-9i (en Nm)

Les liaisons en B, C et D sont des « liaisons linéaires annulaires » (sphéere/cylindre) parfaites
et sans frottement (considérer que les réactions sont dans un plan perpendiculaire a I'axe de la
structure).

1°) Calculer, en N, dans le repére xyz, les composantes des réactions en B, C et D.

2°) Déterminer les expressions, en fonction de x (dans x,y,z), des composantes du
torseur de section le long de la poutre et tracer leurs variations

V/

IUT-LYONI1-GMP-DDS Page 26
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REPONSES N°9

B,+C,+D, =438
B, =0
C,+D,=0
2B, +3C, =9
2B, =120
4B, +3C, =192

IUT-LYONI1-GMP-DDS
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Zone DC:

Zone CE :

Zone EB :

Zone BF :

Zone FA :

0<x<3m

3m<x<4m

0<x<2m

2m<x<2,5m

0<x<1,5m

_—

E—

N, =
Re=|T, =
=4
M_=0
M, =M, =-4x
M, =-3x
N, =0
E: T,=0
T. =12
M, =0
M, =M, =12x~48
M. =-9
N, =
R, =|T,=0
T. =12
M =
M;= M, =12x
M. =-9
N, =0
R;=|T,=0
T, =48
M, =0
M; =M, =-48x+120
M. =-9
N, =-48
Rj:> T,=0
T.=0
M, =-9
AZ: M, =
M. =

IUT-LYONI1-GMP-DDS
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PROBLEME N°10
La figure représente une pince de levage pour rails. La figure 2 représente le schéma de la
pince. Les cotes sont en cm. Remarquez que la pince de levage admet un axe de symétrie
vertical. La pince se compose de deux barres ABCD (1) et EFCG (2), de deux biellettes HD (3)
et HG (4) et d'un anneau de levage (5). Les poids propres de toutes les barres et de I'anneau
sont négligeables. Toutes les liaisons en A, C, D, E, G et H sont des liaisons verrous. Elles sont
supposées parfaites et sans frottement. Les calculs se font dans le repére xy.

1°) Isolez I'ensemble et déterminez la valeur des composantes verticales des réactions
enAetE.

2°) Isolez les biellettes (3) et (4) et donnez la direction des actions s'exercant a leurs
extrémités.

3°) Isolez I'anneau (B) et les deux biellettes (3) et (4). Représentez les forces
extérieures connues et inconnues s'exergant sur ce sous-ensemble. Calculez (ou déterminer
graphiquement) les actions s'exergant en G et D sur ce sous-ensemble.

4°) Isolez la barre (1). Représentez les forces connues et inconnues s'exergant sur
cette barre. Calculez, la composante horizontale de la réaction en A et les composantes de
I'action en C.

5°) Le coefficient de frottement entre les barres (1) et (2) et le rail vaut 0.18. Ce
coefficient est-il suffisant pour soulever le rail ? (en supposant qu'on remplace les verrous A
et E par des contacts ponctuels).

6°) Tracez le diagramme des moments fléchissants sur la barre 1.

5000 N

50

— 5
IZI—\
60° 60°
A G
1
80
Vk
\ 4
C
40
B Ii E F X
\ 4 4 -
B plle—»
2 Hle2e )

IUT-LYONI1-GMP-DDS Page 30
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REPONSES N°10

5000 N

80

40

25 25

A
A

IUT-LYONI-GMP-DDS Page 31
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5000 N
{ o A, +C, —4330,13=0 A

= 2500+ C, —=2500=0
2500+404, +4330,13x80+2500x50=0

5000 N} _60°

60° 60°

. D . Y 50
F, =1617789 :F, = —11847,767 —2500 ]

A 4

Non : tany:=0,21 > tanp=0,18 FP5,=5000 N

IUT-LYONI-GMP-DDS Page 32
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Zone DC :

0< x <94.,34mm

Zone CB :

N, =-17497
R; =T, =-4996,97
0

0

M, = 0

M, =4996,97x

94 34mm < x <141 51mm

Zone BA : 0< x< 24mm

N, =+8399,25
R, =| T, =872185
0
0
AZ = 0
M, =-8721,85x +1294233,48

z

N, =-11847,76
T, =2500
0
0
M, = 0
M, =-2500x + 60000

IUT-LYONI1-GMP-DDS
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174,97 N

8399,25 N

4996,97 N

| :
; || ]

Ty

8721,85 N

mmN

| =

U
J
J

~~ o
~ =
d =

471414.15 mmN"
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TRACTION-COMPRESSION

PROBLEME N°1

L

La barre ABC est soumise a une force Q = 150 kN et a une force

60
P inconnue. Sachant que E = 200 GPaq, calculez la valeur de P pour
B laquelle le déplacement de A est nul. Calculez alors le déplacement
de B.

—»<—§—>
3

N.B. On néglige |'effet de la variation brutale de la section sur

les allongements.

0 =

800 mm

c

REPONSES N°1

AP

N& =-150+P NM =+pP

7y A
@ 20 mm Ny
NCBL NBAL
ALCB — X CB ALBA — X BA
EAcy EAg, 600 mm
A =0= AL, +AL,, =0
i B
® 50 mm > =150k
3P 8P 1S0x8 o . p_o6akn -
2 25 25
800 nTm X
3
AB:ALCB:( 150+2§,4)1o ><8200><4  AB=—0.25mm y
2.10° x 7z x50 w7 Y
X
C

IUT-LYONI1-GMP-DDS Page 35
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PROBLEME N°2

Un cdble vertical en acier, de longueur 50m, de section droite circulaire, de module de YOUNG
E = 210 GPaq, de limite élastique ce = 240 MPa, de poids volumique y est soumis a son extrémité
libre a un effort de traction P = 2000 N. Le coefficient de sécurité vaut 6. Calculez le diametre
minimum du cdble et son allongement quand:

au=0
b) y=7.8 10* N/m?

REPONSES N°2

a =0

N =+pP
A

O'H=N"S2 = d2 Ml = d=8mm

4 «a 7o,

3

ALszL=2OOO><5(3)><IO ><24 AL = 9.5mm

EA 210x10° x z x 8

b) y = 7.8 10* N/m3 L=50m

N =P+p,=P+pdx = N =P+pAL

O'XXSO-E =
a
4
P=2000N
o, A(dx)
e == 2
E dr | oap ({2 2= PL M 5 05 mm
_ P+ pdx o\ AE E AE 2E
XX A

IUT-LYONI-GMP-DDS Page 36
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PROBLEME N° 3

10
K

P Calculez la contrainte maximum pour P = 36 kN

T~

REPONSES N°3

K= L-2_0065 K, =265
d 80
Kepaul[ = v _ 12 _ Kepaul/ = 1’75
d 60
o =Ko,

r =12,65 36000 _ 119MPa

maxi 10x 80

o® ' = 1,75 1306000 =105MPa
X

O..; =119MPa

max i

\

Y

IUT-LYONI1-GMP-DDS
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PROBLEME N°4

Cc

(ON

Toutes les liaisons sont des liaisons verrous. Les
aires des sections droites de AB et BC valent
respectivement 500 mm? et 750 mm?. Le module
de YOUNG vaut 200 GPa.

1°) Déterminez la grandeur et la direction du
déplacement du point B quand 6 = 30°

2°) Déterminez la valeur de 6 pour que la direction du déplacement du point B soit de 45°. Quelle
est alors la valeur du déplacement du point B ?

REPONSES N°4

NBAL NCBL
ALBA = EX'TBA ALCB — Eva CcB
BA CB
77,94.10° x 1500
BA g =L17mm
200.10° x500
3
= 45.10 3><800 — 0,24mm
200.10° x 750
ABB’ — l,lgmm 0.24mm & ?' 6°
B 1 17mm

PcosbL,,
EA,,

_ PsinfL,

AL. = =AL. =
B. CB EACB

tanHZLBA—ACBz 0 =70°43

CB“"BA

B ﬁ90.103 c0s70°43x1500

ABB' = \2AL
b 200.10° x500

A
\ 4

1.5m

0.8 m
dak v
=
A B
ﬂ M
X 77.94 kN
45 kN

B
Cc

=0,64mm

IUT-LYONI1-GMP-DDS
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PROBLEME N°5

< 800 mm .F: 600 mm >
—>Hed Calculez la valeur des
150 kKN réactions en A et C
> C > sachant que E = 200 GPa et
< que :
A B a) j=0
b) j=0.4 mm.
® 50 mm ® 20 mm

REPONSES N°5

B C

Systeme Isostatique équivalant
pour un déplacement nul de la section C
(cf. Probléme 1)

Systéme Hyperstatique de degré 1

PFS: —150kN+X.+X,=0 = Probléme hyperstatique (1 équation et 2 inconnues, X , et X.)

On cherche une équation supplémentaire en déformation, que l'on transformera en équation en réaction.
Equation supplémentaire en déformation: AL, =0 (1)
AL .
=_=2=N/S N AL:NL
L E E S.E
_ NAB ’LAB + NBC 'LBC

Or {ALAczALAB+ALBC} et {8

D'ou (1)>AL,.=AL,,+AL, = =0
( ) AC AB '‘BC SAB ,EAB SBC ,EBC
50 20 L L ;
On sait que: E,,=E,. et SAB=%,SBC=% donc (l)ﬁNAB.ﬁ+NBC. ZC=O (2)

Torseurs de section: N, =—150kN+X. et Ny =X,
Finalement: (2)—>4.N ,.L,, +25.Ny..Ly. =0< 4.(—150kN + X ).800+25.X..600 = 0
< 18200.X, =4.150kN.800
4.800

Donc: |X,.=150kN.——=26,4kN
I_C 18200 4'

A partir du PFS: —150kN+X.+X,=0 < [X,=150kN - X, =123.6kN
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PROBLEME N°6

Une barre indéformable EADBC (4) est suspendue par 3 fils identiques (méme section et méme
matériau). Les six liaisons en A, B, C, A’, B' et C' sont des articulations planes, la liaison en E une
liaison ponctuelle.

1°) Montrez que le systéme est

) L T L hyperstatique (préciser le nombre
d'inconnues et le nombre d'équations).
::A’ B’ C’| Ecrire les équations d'équilibre du

solide 4 en A.

2°) Les fils sont tendus. Ecrivez une
équation de déformation et déterminez
les tensions Fi, F2 et F3 dans chaque fil

—2L/3 —» \[l en fonction de P.

§n1
MFS
(w
[
us)
f
[
— 0

Fa

\4

2L/3

v <

FA4/1

Détermination de I'hyperstaticité du mécanisme :
o Inconnues : 4
- 3 efforts de traction dans les 3 fils Fy, Fz2 et F3
- 1 inconnue de réaction en E notée Fe (liaison ponctuelle de direction x)

. Equations d'équilibre de la barre n°4: 3 équations dans le plan.

H=i-3n=4 - 3 = 1 => Hyperstatique de degré 1
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Eguations d'équilibre de la barre 4 :

E,=0 (1)
FE+F+F—-P=0 (2)
FE+FA +F, +F, +F—D:6
[Ext]/A—’ — i e T =
ADANF,+ABAF, +ACAF, =0
—2%+F2L+2F3L=0 (3)

Eguations de déformation des fils en traction :

Notons 7 la longueur initiale de chaque fil.

Loi de Hooke appliquée a chaque fil : o, =Es, = Al= ];[j
Soit AA, AB et AC les allongements respectifs des 3 fils.
Equation supplémentaire : barre EADBC indéformable AB;AA = AC2—LAA
2AB-AA—-AC =0 = 2F,-F-F,=0 (3)
I8 AR IB AP 1, = 1P

Systéme de 3 équations (1) (3) (2) a 3 inconnues Fi, Fz et Fs —-F+2F,-F,=0
+F,+2F, = 2TP

Apres résolution de ce systéme on trouve : |F, =

oW |
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PROBLEME N°7

Une tige homogéne et isotrope de 500 mm de long, de diamétre 16 mm s'allonge de 568 tm
pendant que son diameétre diminue de 5.3 pm sous un effort de traction de 48 kN. Calculez
lemodule de YOUNG et le coefficient de POISSON du marériau. Quel est ce matériau ?

REPONSES N°7

N, 48000x4
o, = =
A4 7x16°
. 0 _568x10°

L 0,5

o.=Ee, = E=210152MPa

XX

o, -53x10°

& _r
»od o 16x107°

e =¢&_=-vg. = 0=0,29

»y zz Xx

Voir Annexe 4

PROBLEME N°8

Deux trongons de poutre de section droite
70x110 sont assemblés par collage. La
contrainte de cisaillement limite de la colle

20° I 0  vaut 0.5 MPa. Calculer la force maximum P que
I" on peut appliquer.
P

110

REPONSES N°8

110

Aire=70*110/cos70° P

T=Psin70°cos70°/70*110

<7, = P=11979N

Pco;}0°
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PROBLEME N°9

Les deux trongons de poutre A et B sont assemblés par collage. Les
contraintes normale et de cisaillement limites de la colle valent
respectivement 17 et 9 MPa.

a) Calculer les limites supérieure et inférieure de 6 pour que
le coefficient de sécurité vale 3.

b) Calculer la valeur de 6 qui donne un coefficient de sécurité
maximum. Quel est alors la valeur de ce coefficient ?

REPONSES N°9

P ) P(1+cos26
o=—cos O =—| ———
A A 2

X
ac<o, = 3< 17x1500
4f 1+cos20
10 —

c0s20<0,7 = 6=>228°

T = £sin & cos 0 = isin 20
A 24

9% 2x1500

ar <ty = 3<——
10" sin26

sin20<0,9 = @<32°

22,8°<60<32°

a = O-lim — Z-lim = tane =) % - 6 = 2709 = o= 3,26

£cos2 6 Esiné’cosé’
A A
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PROBLEME N°10

REPONSES N°10

Avant chargement on trace une droite de
pente 2 sur une éprouvette. Calculer la
pente de cette droite quand o = 130 MPq,
E=706Paetv=033.

tana =2

O
& =—%=1857
T g H

tana' = M =1,995
I+e,

IUT-LYONI-GMP-DDS
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PROBLEME N°11

Plaque rigide

Une force P = 385 kN est appliquée sur un bloc
composite. Les modules de YOUNG de |'acier et
de I'aluminium valent respectivement 200 GPa et
70 GPa. Calculez les contraintes de compression
dans I'acier et |'aluminium.

200

REPONSES N°11

La plaque rigide implique que chaque bloc subit la méme variation de longueur.

Plaque rigide

Al—alu

200

P, x200 P . %200 7
ALalu = ALacier = ale 3 = -y 3 = I)alu = _})acier
70.10°x2000 200.10° x1500 15
P=PF,+ P P, =122,5kN
7 =
Palu = _})acier IDacier = 262’5kN
15
_ 3
o= 22210 _ 61 25upa
2000
_ 3
O pier = Z262510° —~175MPa
2000
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PROBLEME N°12

La structure ci-dessus est composée de trois trongons a section carrée. Les liaisons en A et D
sont des encastrements.

10x1
f 40x40 mm 2020 mm 010 mm

R4 Fs fe Ry
................. ) T — . — -

PN
%
LN
S

400 mm 200 mm 100 mm

On envisage deux cas de charge :

Cas 1: Fe =56 kN et Fc = 28 kN

Cas 2: Fe = Fc=0 A0 =50°C sur le troncon BC.
Pour les deux cas :

1°) Montrez que le systeme est hyperstatique (précisez le hombre d'inconnues et le
nombre d'équations). Ecrivez I'équation d'équilibre suivant x.

2°) Que valent les efforts normaux Ny dans les trois troncons AB, BC et CD ? Ecrivez
une équation de déformation et calculez la valeur numérique des réactions Ra et Rp (en kN).

3°) Calculez les déplacements des sections B et C (en mm).
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REPONSES N°12

Cas 1 : Fg = 56 kN et F¢c = 28 kN

/ 40x40 mm 20x20 mm
R, ? f 10x10 mm
‘ R

» |

| 200 mm TTE) mm >

1°) Une seule équation d'équilibre pour calculer les deux inconnues Ra et Ro.
Ra+Rp =28
2°) N =-R, NE¢ = R, +56 N = R, +28

AL,pes = AL, + ALy, + AL, =0
N:BLAB NECLBC N)fDLCD
+ +
EA: EA,. EA,
—400R, . 200(-R, +56) . 100(-R, +28) 0
1600 400 100 -

_E" + (_RA; 2o +(-R, +28)=0

7R, = 224
R, =32kN R, = —4kN

=0

N2L,, - 32000 x 400
AL,y = —x A8 _ ~ 0038 ~ 0038
%~ EA 210000 x 1600 e mm

N®L,, - 4000100
ALy = “eo _ - 001 ~ 4001
Lo =", - 210000x100 mm U = +0.019mm
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Cas 2: Fe = Fc = 0 A8 = 50°C sur le trongcon BC.
/— | 40x40 mm 20x20 mm
10x10 mm
Rp
J— = >

1°) Une seule équation d'équilibre pour calculer les deux inconnues Ra et Rp.

Ra+Rp=0
2°)  NZ2® = NB =N = R,
AL gy = AL,y + AL, + AL, =0
N:BLAB _'_(NfCLBC + AL;hcer‘m NCDLCD — O
EA,; EA,. EA.
ALPE™ = aABL,,

“400R, | 200XR. 43,105 ,50%200+ - 100* Ra _
210000 x 1600 210000 x 400 210000 x 100
R—A R— +R, =27300
4
R, - ﬂ « 27300

7

R, =15.6kN R, =-15.6kN

N2L,, 15600 x 400
EA,, 210000 x 1600

NCLg, _ —15600x 100 _
EA, 210000x100

Al =

=-0.018mm  u, =-0.018mm

AL, = —-0.074mm u. = +0.074mm
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PROBLEME N°13

1000 N

1000 N

1m

1°) Calculez les réactions en A et B.

2°) Déterminez les efforts de traction
et de compression dans les barres du
treillis par la méthode de RITTER

1m
REPONSES N°13
Fa
S
Cz T
Ry=0 = F2=0 Ma=0 = F3=0
Rx=0 = F1=0 Ry=0 = F4=-1000 y A
Lx
1000
Barres AB et CD AD et BC AC
Nx (N) 0 -1000 0
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PROBLEME N°14
1°) Quel est le degré d'hyperstaticité du treillis ?

2°) Déterminez les expressions des efforts de traction et de compression dans les barres du
treillis en fonctionde A et A'".

3°) Calculez numériquement ces efforts quand :

a)A=A".
b) A=2A".
Conclusion?
1000 N 1000 N
- Aire A - 1
Aire A Aire A’ Aire A 1m
Y
. B
A Aire A )
N\
1m

r Y
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REPONSES N°14

1°) Le treillis est hyperstatique interne de degré 1 car b+3 > 2n (b=6 et n=4).

1000 N 1000 N

Aire A

O

ire y
Aird A \<

Alfe A il m
Y
A
Aire A
< I >
2°) Calcul des efforts dans les barres :
- Equations d'équilibre du nceud A
F3
F
Rx=0 = F; +F2§=0 6]
Y
Ry=0 = 1000+F3+ Fzgzo @) ‘ A F1
Y

1000 N
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- Equations de déformation : Etant donné la symétrie du systéme, celui-ci se déforme de la fagon

DN il
o AN

(L, + AL,)? + (L, + AL,)? = (L, + AL,)?

En négligeant les AL’ et compte tenu que Li = Ls=L et que Lz = L+/2 on trouve :

J2AL, ~ AL + AL, avec AL = Nt
EA
FLV2 FL FL . A
\/_ A, E_A E_A d'ou 2F2X=F1+F3 (3)
nous avons donc trois équations :
F1 +F2%: 1)
1000+F3+ F2§=O (2)
RE-F+F ©)
La résolution donne :
1000
Fz = —A—\/_
2— 2
Al
1000 V2 \/_
F1 == = 2 )

L

F 1000 Y2 000= F —1000

LAGE
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3°)

Barres AB et CD (F1) AD et BC (F3) AC et BD (F2)

Nx en N pour

A=A’ 207.1 -792.9 -292.9
Nx en N pour 130.6 -869.4 -184.7
A=2A'

Conclusion : dans un treillis hyperstatique interne les efforts de traction et de compression dans
les barres dépendent de la grandeur de la section des barres.
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CISAILLEMENT

PROBLEME N°1

Un o 160 mm bloc rectangulaire de module de COULOMB 600 MPa

est collé entre deux plaques rigides. La plaque
0 "“"]: supérieure se déplace de 0.8 mm sous |'action d'une

force P, pendant que la plaque inférieure reste

immobile.

Calculer :

a) La contrainte de cisaillement moyenne dans le bloc.

y 0.8 mm b) La valeur de la force P.
D
40 mm}\\ \
s P
¢
B

X

REPONSES N°1

7, tany, = % =0,02

r, =Gy, =600x0,02 =12MPa P=17,4=12x160x50 = 96000 N = 96kN
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PROBLEME N°2

moy _

o L'axe C est en acier de limite élastique au cisaillement 1]

B 350 MPa. Calculer le diamétre de |'axe C pour que le coefficient
; de sécurité soit égal a 3.3.

50 kN 15 kN

REPONSES N°2

dc \/ Fc
F2

Fi 15kN

C E D
_0,3m _|_ 0,3m \|

| /|

- — — — = —P+C;=0 .
Fy+F+F+F, =0 = 740N
€y =50-15=0 = " C|65kN
CBAF,+CEAF, +CDAF, =0{-50x03-15x 0,6+ Px0,6 = 0 P = 40KN
T
=%=33_530=106,1MP51 F. =/40* + 65 =7632kN F=F = %

2 3 3
i _ 76,32.10 = d.= 4%x76,32.10 — 2L 4mm
4 2x106,1 Tx2x106,1
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PROBLEME N°3

La barre BCD est supposée infiniment rigide. Le diamétre
des axes B et D est égal a 8 mm, celui de |'axe C égal a 12
mm. Les axes sont en acier de limite élastique au
cisaillement 300 MPa. Le coefficient de sécurité global
doit etre de 3.

Calculer la force verticale P maximum exercée par le vérin
hydraulique C.

)() mm

B

1150 mm
N

I 9.mm

REPONSES N°3

/ D=12mm
d=8mm N / d=8mm

|
150mm “| 200mm

M, =0= F.x200— F,x350=0 = F.=175F,
M', =0=150x F. —-350xF, =0 = F.=2733F,

r=Tmr 2390 _1000p
a 3
2 F. =1,75F, =17593N
EnB: Tiorxd = F, =208 05y o |TC g
2 4 F. =233F, = 23424N
2
EncC : %:TXA = FC=IOOX2:”><12 =22619N

P, =17593N
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PROBLEME N°1

r

.

INERTIE

A
dy

A

A

dz

\/

rapport a |'axe a

1°) L'aire de la surface ci-contre vaut 129 cm?. Ses
moments d'inertie par rapport aux axes a et a'
valent respectivement 37 460 cm*et 74 920 cm®. La
distance d, vaut 7.6 cm. Calculez la distance d;, le
moment d'inertie de la surface par rapport a I'axe
central y, et le moment statique de la surface par
rapport a l'axe a'.

2°) L'aire de la surface ombrée ci-contre vaut
maintenant 96.78 cm?. Son moment d'inertie par
rapport & I'axe a' vaut 16 650 cm®. Les distances d;
et d, valent respectivement 7.6 c¢cm et 5.1 cm.
Calculez le moment d'inertie de la surface par

REPONSES N°1 +2.B.B
»Y
a
=a'
1) Théoreme d’'Huyghens :
g =1y, +d7A 37460= 1, +d?129 (1)
e =1, +(d2 +d2)A 74920=1, +(d2+ 76129  (2)
(2)-() = 37460=(2d,x 76+ 76129 d1=15,3 cm
En reportant la valeur de d; dans I'équation (1) : I,,= 7246,6 cm*
Q, =%, A =(153+76)129 Qc=2954,1 cm®
2)  I,=l,,-(d2+d?)A  1,-16650-127%96,78  I,-104035 cm*
lo =1, +d’A 1,,=1040,35+7,6°*96,78  I,=6630,37 cm*

IUTB-LYON1-GMP-DDS
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PROBLEME N°2

Calculez pour la surface ci-contre: a) I«et I, sib =25 cm
A

. b) b pour que I=1I,,.

b I ¢25mm > %
~h—~ 300mm
Fgure B
REPONSES N°2
Y
D25 mm
b . 025 mm x
. Oan 300 mm
a) b=25cm
x 53 3
Décomposons la surface S en deux Sy, et S; I )i(l = M |X5Xz = 5% 25
12 12
3 3
13 =13+12= 30x5 | 5x25 I.=6822,92 cm*
12 12
De méme apres application du théoréme d’Huyghens :
x 303 3
18 =2%39" 502 x30x5 15 =25 | 52 u5x 5
12 W 12
s _15.,s  5x30 25x5° . .
|5, =10+ ==———+20°x30x5+ +25°x5x 25 I,,=72291,67 cm
3 3 3
b) I = I, 30x5°  5xb’ _5x30° + 202 x30x5+ b:; + 252 x5xb

12 12

5b3-500b-851250=0 équation du 3°™ degré admettant 2 solutions imaginaires et une solution réelle :

b=56 cm

IUTB-LYON1-GMP-DDS
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PROBLEME N°3

e Calcul ! i-contre:
2 alculez pour la surface ci-contre:

1°) Les moments et le produit

d'inertie par rapport aux axes

i cenfraux y et z.

pOmm 2°) La position des axes centraux

- principaux et les moments d'inertie

A | -
\1/ 6 - Y . .
10mm principaux.
3°) Les moments et le produit
50mm d'inertie  par rapport & deux
nouveaux axes centraux obtenus par
—_— une rotation positive de 30° des
a0 |49rnm axesy et z
REPONSES N°3
‘IOQrT =
A
Y1
50mm
213 Sa
G » [
lqmm Gs Y3 >y
50mm
Y2
‘IOm
90mm
1°)
Décomposons la surface initiale S en trois surfaces S, S;et S3 - Ify = Ifiy+ I ysgz, + Iy%y avec Iys;, = IyS;
i o dartns Ao 1S =15 472 Py g, | dem
ppliquons le théoréme d'Huyghens : w=la tZ. A e 7 = Do Y, 256m
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3 3
15 =9 P4 4 o5wg |+ 21 I,5:61,42 cmé
12 12
3 3
De méme : 13 = 4x1 +(-4f x4 $2X9 I,,°-189,42 cm*
12 12

IfZ:IEHf’ZZHf; avec Ifg =0 (y et z sont axes de symétrie pour Ss) I)‘“,:’;:Iyszz =I§1121+y612m,03L

I ysz = 2(0+ (— 4)(2,5)><4><1) car | ‘;izl =0 (y et z; sont axes de symétrie pour S;)  I,,°=-80 cm*

2°)

Position des axes principaux :
=2l

tan2¢ = I—yz

v I 2z
cos2¢ méme signe quel , —1,

=(%Y)

z

-2x80
tan2¢ = ——————=-125
4 6142-18942 .
cos2¢( 0
sin tan
2¢2
L > Py cos
29,
-1,25
2¢, =-5134
Inversion trigonométrique de la tangente : tan2¢ = -125 b
2¢, =12866

Or c0s2¢( 0 la solution ¢; est donc d rejeter. ¢=64°33 avec @ = (3/\7)

Moments d'inertie principaux

12 = 'w_;'zz;yo T YT :%1%/(6142—189,42)2 +4(-80)°
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I,=227,87 cm*
I,=22,97 cm*

3°)
Utilisons les formules de rotation exprimées dans les axes principaux :

I, +1 Iy, —1 h
I Y2 £+ Y —Zcos2y
I, +1 I, =1 V4 N T~ Y
l, =—Y—%+—L—%cos2 ¢y +— avec ¢ =Y, Y
tT2 2 (w 2) @ ={V.h) 0
_hmlog i
I = sin2y y

| = 22787+ 22,97+ 22787- 2297
hh ~
2

cos2(-3433)

I,=162,7 cm*
I,,=88,14 cm*
I,,=-95,43 cm*

Nous pouvons vérifier que : Tpy+Iy = Iy+Iz = I, = 250,84 cm?

PROBLEME N°4

e Nple N ple— P,

2

—»

—2 He———0(

IUTB-LYON1-GMP-DDS

v

Calculez, pour la surface ci-contre (les cotes
sont en cm):

1°) La position du centre de gravité dans le
repere X.y.

2°) Les moments et le produit d'inertie par
rapport aux axes centraux paralléles a x.y.
3°) La position des axes centraux principaux
et les moments d'inertie principaux.
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REPONSES N°4

Décomposons la surface \}niﬂale S en trois surfaces Sy, Sz et S;

A

y
A

6cm
2cm
2cm
2cm | 2cm 6cm |
1)
G lem G fem G il Ai=4cm? Ar=12cm? A3=20cm?
Fv3ecm 2%|3em %vI5em = 2=12cm 3=20cm
_ XA+ XeoA + XA N 1x4+7%x12+3%20
G
A+A+A 4+12+20 G 411cm
v, = YaA Yoo YA 3x4+3x12+5x20 Vol 4llem
© A+A+A 4+12+ 20
Si S S S3
A;(cm?) 4 12 20

Giyz(cm) -28/9  26/9 -10/9
-10/9 -10/9 _ 89

Lii(cm®) 2%/12 6*2%/12 2*10°/12

Iyizi(Cm4) 0 0 0
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2)

S 1S LSS Si_ s
Iyy—lyy+|yy+|yy avec Iyy_ly.yi+

2
ZGi A

4 2 3 2 2
s :2_{_@) 4462 J{_@] e 2.103{%) -

S 9 12 9

I,,°=I,,°=207,56 cm4

12

S S 4SS Si—|S
Iyz Iyz+lyz+lyZ avec Iyz IH+yGiZGiA

o0 (2 o 2 B (21

I,,°=-44,44 cm4

Eléments principaux d'Inertie :

Y

|Z: yy

2

¢=45° car Y est axe de symétrie de la surface S

L > 20756+ 207562 _
A N (T T T

2 2
I,=252 cm*

I,=163,12 cm*

%\/ (0) +4(- 4444y

IUTB-LYON1-GMP-DDS
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PROBLEME N°5

x/2
x/2
Y I
—5 2
E
x/10}
X X
S1 S2

Lo

T [T ] Considérons les trois surfaces ci-contre.
s 1°) Calculez pour chaque surface la valeur de
* X110 x de telle fagon que le moment d'inertie
central maximum vale 54 cm®,
x 2°) Calculez alors |'aire de chaque surface et
) en déduire la surface la plus rationnelle.
x
B
S3

REPONSES N°5

Les trois sections Si, Sz, S; possédent 2 axes de symétries qui sont donc les axes principaux
d'inertie. Le moment d'inertie maximum est celui relatif a I'axe Y.

Section S; :

5><X3 X
I, =2 =2 =54cn =

12 24
Section S; :

X X X

4 - X=—
e 37E)xs
Y24 12
A2=6,582_ 3x 658\ 4x 658

2 10 5

X =3/54% 24
x=6 cm A=18 cm?

x=6,58 cm A,=11,25 cm?
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Section S; : x/2
A
3
(o)
_x* (2 10 5) _ h _ 54 x/10
IY—24 " =54cm = X_“i_ 62 = 684cm
24 3750 X J
A = 684 _(Zx 6,84)(4x 6,84)
2 5 5
x/10
i A
x=6,84 cm A,=8,42 cm?
S3
Récapitulatif :
Si 51 52 53
x(cm) 6 6,58 6,84
Iy(cm®) 54 54 54
Ai(cm?) 18 11,25 8,42

Section la plus rationnelle S; car pour un méme moment d'inertie son aire est la plus

faible.

PROBLEME N°6

a

N

<

1°) Montrez que pour un carré de c6té a tous
les axes centraux sont principaux et que tous
les moments d'inertie centraux valent a* /12
(calculer I, et Iiy).

2°) Calculez les moments et le produit

d'inertie du carré dans les axes u,v.

IUTB-LYON1-GMP-DDS
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REPONSES N°6

1) 4 axes de symétrie : Tous les axes centraux sont donc principaux
4
a

IY:IZ:Ihh:In:E = l,, =0 ,
2)

a4
l .=l =— | ..=0
u'u vV 12 uv

4 2

Ly = Ly +C A=2 . _av2 a’ I,=5a%/24

© 12 4
Iuv:Iu'v‘+XuGXVGA:O+[_af\4/-§J[af\4/.§J a2 Iuv='04/8

PROBLEME N°7

380 ;
i G2
S T e
W &l g
v i
o
B
G1-|T > X

J\

300

La section droite de la partie poutre de la contre fléche d'une grue a tour est représentée
ci-contre. La section droite se compose d'un profilé HEA 600, d'un plat 380*18 mm, et d'une
corniére a ailes inégales 120*80 série 2.

1°) Calculez les coordonnées du centre de gravité de la section droite dans le repere G1,xy.
2°) Déterminez les éléments principaux des inerties.

IUTB-LYON1-GMP-DDS Page 12
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REPONSES N°7
38cm

I ot 380%18

| 120*80 *?

59cm

HEA 600

! 30cm !

1) Détermination du centre de gravité G de la surface S :

0 4cm 2097cm
Gy G A=226,5cm?®  A,=38.1,8cm?
xv|0 v 304cm Fev 255cm
A3=22,7cm?

= XA+ Xe A+ Xoohy _ 38x18x4+227x 2097

¢ A+A+A 2265+ (38x 18) + 227 . 236cm
v. = YaA * Yoo Yo 38x18x 304+ 227X 255 /| 837cm

¢ A+A+A 2265+ (38x 18)+ 227

IUTB-LYON1-GMP-DDS Page 13
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2) Eléments principaux des inerties :

Préparation des calculs : A l'aide des tableaux AFNOR fournis en annexe nous
pouvons relever les caractéristiques géométriques des 3 surfaces. Résumons les dans le
tableau suivant :

Si S Sz S3
Ai(cm?) 2265 38.1,8 22,7
Gi/y-(cm) 2,36 1,64 18,61
-8,37 22,03 17,13
L;i(cm®) 141200 38.1,8%/12 323
Lizi(em®) 11270 38°.1,8/12 114
I,i.i(cm®) 0 0 ?
Z3

V=Z3

Calcul du produit d'inertie de la corniére I,s;:

21,
tan2¢g = ——5%

Y3Ys I B3

tana = 0431

Y3Z3

-l s arfofan o)

| =-11063cm’

Y323

Calcul des moments et produit d'inertie de la surface dans les axes raux y,z.

S 1S 4SS =S 2 S 2 S, 2
IW—IW+IW+IW—Iy1y1+zGlA+I +z A+Iy3y3+zG$A

Y2Y2 [

S _ 1S S, S; Si_ 1S 2 S _ 4
I v e I Iy =15, +Z2 A |5, =19726632cm
S _ S; Si_ 1§ 2 S _ 4
IS=12+12+12  avec =1, +y2 A = | > =2892202cm

—1S S, S Si 1S s _ 4
L, =l +152+1 15, =15, +y_z A |5, =1407122cm

Eléments principaux :

yy zz
cos2¢ méme signe quel, 1

-2l 2¢, =—949 At
tan2g =-—— == -01671 {2;1 17051 cos2¢)0  $=-475=(yY)
, =

zz *

| +1 | =277596cnt
gz =zl o Fear <|Z 39

Y2 2 , =19843437cnt
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I,,=197266,32 cm*
I,.=28922,02 cm*
I,,=14071,22 cm*

9=-4°75=(y,Y)
I,-198434,37 cm*
I,=27753,96 cm*

IUTB-LYON1-GMP-DDS Page 15
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CARACTERISTIQUES GEOMETRIQUES
DES SECTIONS DROITES DES POUTRES

1. Moments statiques. Centre de gravité:

AS (aire AA)

Soient deux axes O et [3, et P un point de la

section droite auquel on associe un élément de
surface infiniment petit AS d'aire AA.

Par définition, les quantités définies

par:

Q, =) XNA= J’J.SxﬂdAz Xg A
S

Qy =D X, AA= ”SxadAz X, A
S

sont les moments statiques de la section droite par rapport aux axes O et [3.

Unité de mesure: /'unité SI de moment statigue est le m’. On utilise plus généralement le

cn’.

N.B. : les moments statiques peuvent &tre positifs, négatifs ou nuls.

Les moments statiques sont donc nuls si les axes O et B sont centraux (s'ils passent par le
centre de gravité G de la section droite). On note y et z de tels axes dans ce qui suit.

2. Moments et produit d'inertie:

2.1. Moments d'inertie centraux par rapport aux axes d'un repére situé dans le plan de la
section droite:

Soient deux axes centraux y et z, et P
un point de la section droite auquel on
> P associe un élément de surface
) ‘ infiniment petit AS d'aire AA.
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Par définition, les quantités strictement positives définies par:
l,, = ZS: Z0A= [[ ZdA
1= Y’AA= [[ ydA

S

sont les moments d'inertie centraux la section droite par rapport aux axesy et z.
Unité de mesure: |'unité SI de moment d'inertie est le m®. On utilise plus généralement Je

cm’.

N.B. : les moments d'inertie sont toujours positifs, jamais négatifs ou nuls.

2.2. Produit d'inertie central par rapport aux axes d'un repére situé dans le plan de la section
droite:

Par définition, la quantité définie par:

est le produit d'inertie central la section droite par rapport aux axesy et z.

Unité de mesure: | 'unité SI de
produit d'inertie est le m*. On
utilise plus généralement le cm’.

N.B. : le produit d'inertie peut
étre positif, négatif ou nul.

Il est nul lorsque |'un des deux
axes est axe de symétrie.

ymetrie

l,, =Y yzAA= ”S yzdA=0
S

2.3. Moment d'inertie polaire par rapport au centre de gravité G de la section droite:

Par définition, la quantité strictement positive définie par:

S

est le moment d'inertie polaire de la section droite par rapport au centre de gravité G de la
section droite (P est le rayon polaire du point P).

IUTB-LYON1-GMP-DDS Page 17



TD-1A-S2-F213

Unité de mesure: |'unité SI de moment d'inertie polaire est le m*. On utilise plus
généralement e cm’.

N.B. Compte tenu de la relation:

Exemples:
cas du cercle.

cas du rectangle.

lo =2 (b7 +h?)

IUTB-LYON1-GMP-DDS
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2.4. Translation des axes centraux: théoréme d'HUYGHENS:

Soient deux repéres, (0,0 B) quelconque, et (G ,yz) central, tels que les axes soient

paralleles, et un point P de la section droite auquel on associe un élément de surface
infiniment petit
AS d'aire AA.
Les relations
entre les
coordonnées:
XC( = X(XG + y

Xg = Xgg +2

permettent
d'écrire:

| oo = J.'[S X, dA= J"[S(xﬁG + 2P dA

xf,e j LdA = xze A

Ces relations constituent le théoréeme d'HUYGHENS.

2.5. Rotation des axes centraux :

2.5.1. Rotation des axes centraux:

Soient deux reperes, (Gy,z),
et (6,h,t) centraux, tels que le
repere (G,h,t) se déduise du
repere (6,y,z) par une rotation
d'angle 6 et un point P de la
section droite auquel on
associe un élément de surface
infiniment petit AS d'aire AA.

Les relations entre les coordonnées:
X, = ycos@ + zsin 8
X, = —ysin 8+ zcoséd

permettent d'écrire:

|UTB-LYON1-GMP-DDS Page 19



TD-1A-S2-F213

i = ||, XdA= [[ (- ysing+zcosdf dA= [[ (- ysing)'dA+ [| (zcost)*dA+ [ 2(~ ysingx zcosd)dA
| = (sind) [[_ y'dA+(cosd) [ [ ZdA~ 2sinGcost[[ yzdA

I, =1,,c08 8+ ,,sin* -2l ,sinfcoss
l, =1,,sin°8+1,,cosG+2l ,sinfcoss
I =(l,,—1,,)sinfcosf +1 ,(cos &-sin’H)

En fonction de I'arc double 20, les relations précédentes s'écrivent:

1+cos26 _ 1-cos26

cosf= sin’ @ 2sindcosd = sin26

I
Zco26-1,,sin28
2

I
Zco26+1, +sin26

I I
=X —=sin26+1 ,co28
2

2.6. Eléments principaux des inerties de la section droite:

a) Définition:

Il existe toujours dans le plan d'une surface
plane deux axes centraux perpendiculaires (ou
une infinité d'axes centraux perpendiculaires)
appelés axes principaux d'inertie (hotés Y et Z)
suivant lesquels :

1°) Le produit d'inertie de la surface est nul.

2°) Les moments d'inertie principaux (notée Iy
et I7), sont maximum et minimum (ou
constants).

Soit ¢ I'angle O particulier tel que 1,, =0

| |
0= WZ Zsin2¢ +1,cos2¢
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Soit @, I'angle O particulier tel que |, soit maximum ou minimum. On a alors:

21,
tan2¢, = - I yI

y z

Par conséquent: ¢ =6,

b) Expression des moments d'inertie principaux:

Des expressions donnant |, et |, on fire, compte tenu de I'expression de |, en fonction
de tan2¢:
Iyy+|zz Iyy_lzz H Iyy+|zz Iyy_lzz Iyy_lzz H
l, = + cos2¢g —1,,sin2¢ = + COS2¢ + ————=tan2¢sin2¢
2 2 2 2 2
| = |yy+lzz+ lyy_IZZCOSZ¢+ I, =1, sin*2¢ _ |yy+|zz+ Iy =l 1
v 2 2 2 cos2¢ 2 2 | cos2¢

2
2
or: = 1+tan’ 2¢ = 1+[_I vz

C0oS2¢

|+
=t LTI A, (maxi)

|, =

Y 2 2
|+, 1 "

|Z:WT—E\/(|W—|H)2+4|§Z (mini)

I, = cos2¢(l,-1,,)>0
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TORSION

PROBLEME N°8

Un cylindre est soumis a un couple de torsion C = 2.5
kNm. Le module de COULOMB du matériau vaut 78 GPa.
Calculez:

a) la contrainte tangentielle maximum dans le cylindre.
b) la distorsion des génératrices en rd et en °.

c) l'angle de rotation des sections extrémes en °.

REPONSES N°8

\—f @=50mm

a) Le moment de torsion M, est constant tout le long de la barre. M, =C
4

. o . C
Considérons une section quelconque G : 7, :I—R avec g = —
G

_ 2510°x25%32
maxi Tx50°
b) Appliquons la loi de Hooke en torsion: T =Gy
 _10186
G 781C

Tmax=101,86 MPa

y= ¥=1,305.107 rd = 0,0748°
i ML
c) L' angle de rotation des sections extrémes nous est donné par la relation : 6, = —GIX
G

6, = 2’5'10?500)(%2 8 = 0,0261 rd = 1°50
78.10° x 7Tx5C
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PROBLEME N°9

a) Calculez le couple C qui provoque une rotation des
sections extrémes du tube de 2° sachant que G = 27 GPa. En
déduire la contrainte tangentielle maximum.

b) Calculez, pour d'un cylindre de méme poids que le tube et
qui supporte le méme couple, I'angle de rotation des sections
extrémes et la contrainte tangentielle maximum.

Cl) 6;naxi :M avec |G = — et 0rd =
G 32
_ Gl g™ _ 2710°x (100 80! Jx2x 77
X L 32x180x 2510°
C = 2185,13mN
z-maxi ZER: 2185713103)(100)( 32 Tmax S 18,85 MPO
g 2% 7% (100" -80°)

b) Méme poids implique méme volume donc méme aire

M =2185130nm

2 D2 _d2
A:%:]ﬁozﬂ( 4 ) ., dy =V100° ~80° = 60mm Y
g = M,L _ 21851310°x2500% 32 0,..= 0.159rd = 9°11
Gl 2710° x % 60"
Ui :ER: 218513103 x30x 32 Tmax= 51,52 MPa
Il % 60*
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PROBLEME N°10

Un arbre épaulé tourne a 900 tr/mn. La
contrainte tangentielle admissible vaut 55
MPa. Calculez:

a) la puissance transmise en kW si r=4mm.
b) le gain de puissance si r=10mm.

REPONSES N°10

a) r=4mm
=160
D _160_, B
d 0
epauf =
" L S
d 80
oy =K S 9 ¢ = Zomla L SSXE0 _ 51 peegnmy c=3214,65mN
lg 2 Kd 32x1,72%x40
P=Ca avec W= AN
30
La puissance s'exprimant en Watt, le couple en mN et la rotation angulaire en radian par
seconde.
p= 3214’62’;” X900 _ 352974y P=303kW
b) r=10mm
D _160_
K d 80 =135
epauf epauf
L= g5 7
d 80
p=303172_ag5w =  Gain=32"3%100 64,=27,4%
135 03
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PROBLEME N°11

Un arbre de torsion tubulaire de diametre extérieur D, de diamétre intérieur d, de longueur
1200mm, est sollicité par un couple de 2000 mN. Sous l'action de ce couple, I'angle de torsion
total de l'une des extrémités par rapport & l'autre doit étre de 20°:0.5°. La contrainte
maximum admissible en torsion est de 400 MPa. Le module de COULOMB du matériau vaut 80
GPa.

1) Calculer la distorsion angulaire maximum en radians en appliquant la loi de HOOKE.

2) En déduire le diametre extérieur D en mm (arrondir le résultat au mm).

3) Quel est alors le diamétre intérieur d en mm (arrondir le résultat au mm).

4) Avec les valeurs trouvées en 2) et 3) calculer la contrainte maximum de torsion (en
MPa) et |'angle de torsion des sections extrémes (en °).

REPONSES N°11

r 400
1 = —max — =5.10°rd
V=g Tgoae 10T
-3
2y y= @ _ o2k 2x510°x120080_
2L 6 20% 71

En arrondissant au mm : D=34mm

A

200010° x17% 32 e i/3 4 _ 200010° x17x32
% (34° - d*) 400% 77

maxi

4 1200mm
1. = | R avec g d—d)

G

400= = 2619mm

En arrondissant au mm : d=26mm

_ 200010°x17x32

) T = (34— 26°)

Tmax = 393,83 MPa

M,L _ 200010’ x1200x 32

O =G, T 8010 % nx (34 - 26')

Omax= 0,347rd = 19°91
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PROBLEME N°12

Le diametre extérieur vaut 20 mm, le diametre
intérieur 16 mm. La barre AB est encastrée en A et
B. Calculez les moments d'encastrement en A et B.

REPONSES N°12

Probleme spatial : H=i-6n=6 car

6 inconnues en A, 6 inconnues en B .
Compte tenue du chargement, nous pouvons ‘
réduire le degré d'hyperstaticité a1: A

2inconnues externes, un moment en A et unen B
Equation d'équilibre : M, +M; =C =120Nm
125m

ﬁ D=20mm

D=16mm

Equation de déformation: 8,,; =6,. +6., =0 B
MAC AC Ac MCB CcB
=— avec M~ =-M O =—=% avec MP =M
AC Gléc A CB GlgB B
|\/|XACL“C+|\/|XCBL°B_—|\/|A+|\/|B_0 . M, _1£°_ 20
GIZS  GI® |k ce M, I 20°-16

D'otl le systéme a résoudre :

M,+M, =120 2
M,_ 20 MB=—204=44,55 M, = 7545
Mg 20'-16' I+
20 -16
M, = 75,45 Nm M; = 44,55 Nm
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PROBLEME N°13

La contrainte tangentielle maximum dans les
arbres AB et CD vaut 55 MPa. Calculez:

a) la valeur du couple C,

b) le diametre d.

¢) la rotation de la section droite A (en °)
par rapport d la section droite D sachant
que G= 80 GPa.

56mm

20mm

REPONSES N°13

M %“ AB § AB
= 0 — 0
G) U it = lA)é ? avec IG —5 et Mx

r 128 _ 55x %18

=6298ImmN
d 32x9

b) C=C, x20 63><gs =1764Nm
20 20

CD 4
T axi ZNL—TDE avec 15° - et M® =C
1P 2 32
d=3w=25,37 d=25,4mm
V 7T%X55
M ABLAB M CDLCD
C) Opg :él—é\g ;G :él—gD
56 176,410°x900x32 56 6310°x600%32
6,.=6,=6..x—+0,. = ' X+ =01818d
AP TA TR o0 TR ( 8010°x7x 254* 20 8010°x 7x18' j
0,= 10°42
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PROBLEME N°14

On consideére I'assemblage de la figure ci-contre, constitué de deux arbres élastiques AB et
CD reliés par deux engrenages. Les arbres AB et CD sont constitués du méme acier de
module de Coulomb : 80GPa, et ont méme diametre d. L'arbre AB a une longueur de 400mm et
I'arbre CD une longueur de 600mm. Un couple Co = 1000Nm est appliqué a I'extrémité D de
I'arbre CD. L'extrémité A de I'arbre AB est encastrée.

1) Le point de contact des dentures des engrenages est situé sur une circonférence
de rayon rg =100mm pour I'engrenage B et de
rayon r¢ = 40mm pour |'engrenage C.
Calculer le moment de torsion auquel est
soumis l'arbre AB.

2) Sachant que la rotation D par rapport a A ne
300 mim peut excéder une valeur de 1,5° et que la
\l\ contrainte tangentielle maximum admissible
600 mm dans les deux arbres ne peut excéder 60
MPa, calculer le diamétre d des arbres AB et

CD arrondi au mm.

REPONSES N°14

10) CAB = Co xr_B r.=40mm
rC
‘ N

100
C,. =1000x ——
A8 40

b

[/

r.=40mm

/[ ]

w
CAB §\ T
' & % Co-=1000mN X Co-1000mN
4 -
% -
i
R ° 5
1 :\-{ rs=100m
\ 7
oo 16C 600mm
2°)  Condition de résistance: T, = ——28 <7, = d 23| — " d=59,65mm
d 60x% 71
o , . M CDLCD M ABLAB
Condition de déformation: 8,5 <6, . Gy = W D O = W
G G

~ 100 _(250010°x400x32_100 100010°x600x32) 15x77
QA/D _eABXE-l-eCD - + S

X
80.10° x ;rxd* 40 80.10° x ;rxd*

180
250010°x400x32 100 1000.10°x600x32
X + x180
. 4 8010° x 71 40 8010°x 71
Dot d < = 6231Immd=62,31mm
15x7m

Choix du diamétre d=63 mm
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PROBLEME N°15

Calculez d;, dz, d;3 dans chacun des 3
cas sachant que C= 300 Nm et que la
contrainte de cisaillement maximum
vaut 60 MPa. Quelle est la section la
plus rationnelle?

REPONSES N°15

D'apres l'annexe 4 :

J = kéhh
M
maxi l&ezh

a) Section circulaire :

M,/ d, _16M,] 30010°x16
=M Ner, = d, 23==——"""="  {,=29,42mm Aire : A;=679,79mm?
maxi IG 2 ml?, e 1 60X7T 1 ire 1

b) Section carrée :

M, h 300.10°
ro = eoh=d, =10k = 0208 dy 2320010y 28 Bomm A,=832,9mm?
mai ") gh e 2= 02 2=\ 60x 0208 oM AEmRSS MM

¢c) Section rectangulaire :

M
Tmaxi:| 1 2e=h=d, = "=2=k, = 0246 g 20010
ke E 60x 0246x 2

d;=21,66mm A3;=938,31mm?

La section la plus rationnelle est donc circulaire
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PROBLEME N°16

Deux barres réalisées en un méme matériau ont méme longueur et méme poids. L'une a une

section circulaire (1), I'autre carrée (2). Déterminez pour une méme contrainte tangentielle
maximum:

a) le rapport des couples de forsion transmis.
b) le rapport des angles de rotation des sections extrémes.

REPONSES N°16

D'apres l'annexe 4 :
Section carrée

MX '_MX
J:Kesh

k = 0141
E' k, = 0208

Section circulaire

M, d, M

maxi Y
I 2

'\'
1

Méme longueur, et méme poids impliquent que les aires sont identiques :

% =a’ = a=rm

a) Rapport des couples de torsion transmis. reerde = peané
cercle carré cercle s 3

¢ = c 5 = Ccané = 1 = 1356 C /C =1,356
m* 0208 C 0208772

2
b) Rapport des angles de rotation des sections extrémes.

cercley carré
cercle — C L carré _ u avec J = klr 4772
Glg GJ
0cercle _ CcercIeJ 0141 4n-2 2

= 13567 1356x 0141x 2= 1201 90/9D=1,201

ecarre C carre I
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TORSION

1. Définition :
Si, pour une poutre droite da section constante, le torseur de section se réduit a My, quel
que soit la section droite, la poutre est soumise a de la torsion. On distingue suivant la
forme de la section droite:

O La torsion de COULOMB pour les sections droites circulaires ou tubulaire.
O La torsion de SAINT-VENANT pour les sections droites non circulaires.

2. Torsion de COULOMB:

2.1. Contraintes en un point P appartenant a une section droite :

Aprés application du couple C on
constate que:

+[La longueur et le diametre du
cylindre n'ont pas variés.

+Toutes les sections droites
subissent une rotation 6x
proportionnelle a x.

+La seule déformation est une
distorsion y des génératrices, tout
a fait comparable a celle qu'on
observe dans le cisaillement simple.
On peut donc écrire, quel que soit
le point de la section droite:

0=0
T =Gy d'apres la loi de
HOOKE

Etant donnée la symétrie de révolution autour de
I'axe de torsion, la contrainte tangentielle T est:

1°) tangente aux cercles de rayon polaire p.

2°) la méme en des points situés sur un cercle de
rayon polaire p.

@2R
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Considérons un point P de la section droite , la contrainte T varie linéairement le long du
rayon polaire : 7 =Kp.

y = pcosd
z= psind

o, =-Tsind = -kpsind = -kz
o,, =1c0sd = kpcosd = ky

Le vecteur contrainte en un point P doit satisfaire ces 6 équations (Voir cours module F112)

Les équations (1) (5) et (6) sont identiqguement vérifiées car la composante normale
o,=0=0

L' équation (2) 0= ”S(TXydA= ”s_ kzdA= —k”SZdA: —kQ/S =0 également vérifiée, de

méme pour (3) car le moment statique par rapport a des axes centraux est nul.
L' équation (4) nous permet de calculer la constante k :

Mx:”S(VUXZ_ZO'XY)dAZk”s(y2+22)dA:k”Sp2dA:k|G — k=
G

Le vecteurcontrainte dans les axes xyz:

La contrainte maximum de torsion en des point P situés sur le contour de la section droite
vaut:
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La distorsion maximum (a
I'abscisse polaire p=R) vaut:

.=t =D — =
ymaX| gymaX| ab L

La distorsion & |'abscisse
polaire P vaut:

maxi
y = L5
L
Soit, en introduisant I'angle
(p2R maxi
unitaire de torsion 8, =—=
L
= pb
y=p0o,
La contrainte tangentielle T s'écrit:
r=G8.p
2.6 \\\
2.4
\\ Did = 1.09
2.2 \ \ t
Did =120
2.0 4 ]
\ N 1
Did =1.33
1.5 \ \¥ — 4
\\ Did = 2.00
1.6 N \\ § /
™ —
1.4 \ \:?
y ] T
1.0
0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 012
r/d
Stress-concentration factors for fillets in circular shafts.
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On constate que dans la section la plus faible et au voisinage du raccordement, la contrainte
tangentielle réelle maximum de torsion subit une forte majoration par rapport a la valeur
nominale fournie par la théorie des poutres.

La contrainte maximum réelle T, ,,; de torsion se calcule a partir de la contrainte nominale

: cd , L :
maximum —— fournie par la théorie des poutres par la relation:
G

K est le facteur de
concentration de
contraintes.

2.3. Essai de torsion:

Cet essai h'est pas hormalisé. On soumet une éprouvette, a section circulaire, a un couple
croissant lentement jusqu'a la rupture de I'éprouvette.

On enregistre le diagramme couple C/rotation®, de deux sections., que I'on rend
3

L
intrinséque en divisant le couple par et la rotation par R’

Le diagramme est
généralement composé
d'une partie OA linéaire
et réversible: la zone
élastique, et d'une partie
courbe ABC: la zone
plastique ot |'éprouvette
subit des déformations
irréversibles. La rupture
intervenant au point C.
On constate qu'il y a deux
comportements trés
différents suivant que le
matériau est ductile ou
fragile.

Dans la zone élastique la

C_Matériaux fragiles

Matériaux ductiles
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loi de proportionnalité entre la contrainte tangentielle maximum de torsion 7. = T R et
G

la distorsion ym.i des génératrices de |'éprouvette est la loi de HOOKE en torsion.
Comme pour le cisaillement simple elle s'écrit:

ol G est le module d'élasticité transversale ou module de COULOMB du matériau.
La contrainte tangentielle maximum de torsion a la fin de la zone élastique est la limite

¢lastique au cisaillement du matériau. Elle se note T.ou Rg.

N.B.

0 L'essai de torsion est le seul qui permette une détermination correcte du module de
COULOMB 6 et de la limite élastique au cisaillement e du matériau.

0 On montre que le module de YOUNG E, le module de COULOMB G, et le coefficient de
POISSON V sont, lorsque le matériau est isotrope, liés par la relation:

0 On constate que pour un matériau fragile les limites élastiques en traction et cisaillement
sont sensiblement les mémes tandis que pour un matériau ductile:

2.4.. Rotations des sections droites:

Expression de la rotation d'une section droite d'abscisse z. De la relation C =G0, I on

tire d abscisse x:

6, = M, X
Gl

Expression de la rotation maximum (celle de la section d'abscisse L):

2.5. Coefficient de sécurité:

Il se calcule par la relation:

N.B. On impose quelquefois une condition de rigidité pour les arbres de transmission:
g < 025°/m
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3. Torsion de SAINT-VENANT (sections droites non circulaires):
On constate expérimentalement que les sections droites ne restent pas planes apres
application du couple de torsion. Elles subissent un gauchissement axial qui peut entrdiner,
si celui-ci est empéché, |'apparition de contraintes normales dans la section droite.
L'hypothése de NAVIER-BERNOULLI n'est donc plus vérifié, le principe de |'indépendance
des effets des forces non plus, seule la théorie de |'élasticité peut résoudre le probléme.

Torsion des Sections Rectangulaires :

La figure ci-contre permet de visualiser la
répartition des contraintes tangentielles de
torsion dans une barre a section rectangulaire.

On montre alors, en élasticité, que:

1°) La relation entre le moment de torsion
et I'angle unitaire de torsion est:

ol J est le moment d'inertie de torsion de la
section rectangulaire. Il se calcule par la relation
Suivante:

ol k; est une fonction du rapport h/e donné dans le tableau suivant:

B N R N O B K
o [ | o |G | o [ [ o7 [ G | 75
o [ o | oz | w2 | | o [ [ oo [ oo | 75|

N.B. Lorsque la section droite est circulaire la relation entre le moment de torsion et |'angle unitaire
de torsion est:

1 1.5 2 3

4

T[D)
2

Le moment d'inertie de torsion est alors le moment d'inertie polaire du cercle (
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2°) La contrainte maximum de torsion (au milieu des grands c6tés du rectangle) vaut:

ol K, est une fonction du rapport h/e donné dans le tableau précédent.

3°) La contrainte au milieu des petits c61és du rectangle vaut:

ol K, est une fonction du rapport h/e donné dans le tableau précédent.
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PROBLEME N°17

80 mm

FLEXION

120 m
) G C
Y* M

"Z Z !

Considérons la poutre ci-contre soumise
a un moment de flexion M. La section
droite de la poutre est un tube
rectangulaire en aluminium d'épaisseur 8
mm. Calculer la valeur du moment M que
peut supporter la poutre, sachant que
0, =0, =200 MPa et que le coefficient
de sécurité vaut 1.25. Calculer le rayon
de courbure de la ligne moyenne sachant

que E=70 GPa et la fleche maximum sachant que la longueur de la poutre est de 1.5 m.

REPONSES N°17

Le moment de flexion My=+M est constant tout au long de la poutre GoG;. Toutes les sections
sont donc équidangereuses.

IUTB-LYON1-GMP-DDS

Page 38



TD-1A-S2-F213

Considérons une section quelconque G. les axes Y et Z sont principaux d'inertie pour la
section tubulaire G (axes de symétrie). Le moment de flexion My=+M est porté par l'axe
principal Y : Nous sommes donc en présence de flexion pure plane. L'axe neutre A est donc
confondu avec celui qui porte le moment fléchissant Y. L'ensemble des points P’ et P” qui sont les

plus éloignés de l'axe neutre (Vma) Sont les points les plus contraints. Les points P’ sont
comprimés et P” tendus.

O')Z:MYZP‘:‘ M 3(—60 Sae' :

I, ‘ 80120° 64104 a 5

- Y | 1My
12 12 < -
. M 2 M g A

b =Y 7P = 60< ==

l, 80120° 64104 a

12 12 P" Y7
\ M 200 L/

Dot : 60< M<14,7 kNm

80120° 64104 125

12 12
V. o z ’ ’ v I\/lY — M ¥ —_
L'équation de la déformée est donnée par : W =— =-—— = WEIl,=-M
El, El
In tégrons 2fois: WEI, =-M WEI, =-Mx+C,
— Mx?

WEI |, = +C x+C,

Conditions limites pour calculer les constantes d'intégration : en
MI?

Gy x=l -w=0=C,=-
x=l - wW=0=C, =Ml

2

_ 2 2
L'équation de la déformée est donc : w= %( AL Mix — M2I j

Y

La fleche maximum a lieu en Gy, pour x=0 :
W MI?

max —
2El,

W o 147a0x(15x0f
0% 70000<| 80%120° _ 64x304
12 %
Whnax=-42,79mm
(% 20006 80%120° _ 64x104°
1, El, 590 12
=W =>R=—Y = S R=26289mm=26,29m
R M lz 147x10°
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PROBLEME N°18

1°) La section droite de la poutre
est un rectangle (b=30 mm et

Lm > h=90 mm). La longueur de la
«“«\\M poutre est de 1 m. Le module de

Gy x YOUNG vaut 200 GPa. La
1 contrainte normale maximum ne

y peut dépasser 120 MPa. Calculer

a) le moment fléchissant
maximum quand 8 = 0°, 30°, 90°.
b) les fleches quand on

applique ces moments de flexion a chaque extrémité.

2°) La section droite est un UAP. Le moment de flexion appliqué vaut M = 5000 Nm.
Déterminer les dimensions du UAP qui convient dans chacun des trois cas (6=0°, 30°, 90° ) si
la contrainte normale maximale vaut 120 MPa.

REPONSES N°18

1) MoEnen'r M

A y

1m

~

Le systeme est autoéquilibré, les réactions en A et B sont nulles. Dans la section G le Torseur
de Section se réduit a une seule composante du moment suivant I'axe z : M,=-M. Toutes les
sections G sont donc équidangereuses. Nous sommes donc en présence de Flexion Pure.

Placons nous a une section quelconque G. La section étant rectangulaire, nous savons que le
systeme d'axex principaux est coq,s‘rlfue par les deux axes de symétrie. Orientons l'axe
principal Y comme étant celui qui .. le moment d'inertie maximum, et déduisons I'axe
Z par une rotation de +m/2. '
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a) 6=0°

La poutre est dans ce cas placé sur champ. Le moment de flexion étant porté par l'axe
principal Y la flexion est dite plane.

L'axe neutre A est donc confondu avec celui qui porte le moment. C'est l'axe de rotation de la
section.

maxi

Les points les plus éloignés de I'axe neutre x,"'sont les plus contraints.
Les points P' sont les plus contraints en traction, et P" en compression.

M

XX IY - b.h3 2 e
12

- 30%x90? x120
- 6

M M=4,86 kNm

vy
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a) 6=90°

La poutre est dans ce cas placé sur plat. Le moment de flexion étant porté par I'axe principal
Z la flexion est dite plane.

Le détail des calculs est similaire au cas précédent

O'P' = —&YP' = M (—Ej < Je

L T2
T 2
e w <9232 oy 62
l h
Yy
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a) 6=30°

La poutre est maintenant incliné de 30°.

Le moment de flexion M n'étant pas porté par I'axe principal Y ni par l'axe principal Z la
flexion est dite déviée.

Afin de frouver les points les plus contraints, il nous faut rechercher 'axe neutre A.

L'axe neutre qui est l'axe de rotation représente le lieu des points de la section ou la
contrainte normale 0,,=0.
Dans les axes principaux son équation est :

/= &l_YY

IVIY IZ
Les composantes du moment sur les axes principaux sonft :
M, =M cos30 M, =-Msin30
Dot :

1m

z="Msin3012 —tanso(ﬁj Y = —tan3 @j Y

M cos30 hb” b 30

12

Equation de l'axe neutre : Z =-5196Y

@ =(V.A)=-791
Deux points les plus contraints P', P".

o M M

a.XX ZYP'++ sz'SO_e __MSLn309++MC08302S0_e N
PP e 2 b 2
12 12
Y=-79,1
M
M<— e M<— 120
6(sm30+cos30} 6( sin30 N cos30j
hb? bh? 90x30* 30x90
M=2,05 kNm ly

C'est une valeur comprise entre les deux extremes des cas précédents.
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Fleche :
—NO
b) 6=0 » . ¢ 3
s o , , , L Mz — M P —
L'équation de la déformée est donnée par : v = =-—— = VEI,=-M

In tégrons 2fois: VEI, =-M
VEI, =-Mx+C,

X2
+Cx+C,

VEI, =

X=0-w=0=0C,=0

Conditions limites pour calculer les constantes d'intégration : en:< _ M
x=I - W—03C1—7

Y
L'équation de la déformée est donc :v = %( l\gx +M7|x]

z

_ MI? _ 48610° x(110°) x12

La fleche maximum a lieu en x=1/2 :v Vmax=1,67mm
' ' ™ T BE] | 8x20010° x30x90° max
b) 6=90°
Le calcul de la fleche est similaire au cas précédent :
W oMz 16210 x(110° x12 I
"X 8El,  8x20010°x90x30’ e
b) 6=30°
Nous appliquons le principe de superposition : f__, =V’ +W
2 2 2
male— My + M, M, =M cos30 M, =-Msin30
s\l 1, B

fmax=3,22 mm

_ (130°f | 20510°cos30x12)"  ( 20510°sin30x12)
" 8x20010° 30x90° x90x 30’
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2) UAP

a) 6=0°

Le moment de flexion étant porté
par l'axe principal Y la flexion est plane.

L'axe neutre A est donc confondu
avec celui qui porte le moment.
C'est l'axe de rotation de la section.

maxi

Les points les plus éloignés de I'axe neutre x,"'sont les plus contraints.

Les points P' sont les plus contraints en traction, et P" en compression.

X z
af;:ﬂzp‘:MzP <o,
l, |
Y
I—YP-ZM IL'25000'103 IYP.241,660n"?
o, z 12¢ z

En se référant a l'annexe des profils UAP nous devons choisir un profilé dont le module
d'inertie de flexion est supérieur a 41,66cm3

Le choix du profilé sera UAP100 dont le module d'inertie de flexion est 41,9cm’ .
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a) 6=90°

Le moment de flexion étant porté par I'axe principal Z
la flexion est plane.

L'axe neutre A est donc confondu
avec celui qui porte le moment.
C'est l'axe de rotation de la section.

maxi

Les points les plus éloignés de I'axe neutre x,"'sont les plus contraints.
Les points P' sont les plus contraints en traction, et P* en compression.

UXX" =——ZYy" =" vYP < o,
IZ IZ
G
| M <t
o

1§ Z
= Z'—g > 4166cnT I | = II

Le choix du profilé sera UAP250 dont le module d'inertie de flexipn est 41,9cm’ .

2

a) 6=30°

Le profilé est maintenant incliné de 30°.
1m

Nous sommes en présence
d'une flexion déviée
car le moment n'est plus porté
par un axe principal d'inertie.

Nous savons que le choix
devra efre compris entre les UAP100 et UAP250
compte tenu des cas étudiés pré&cédement.

30°
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Faisons le choix d'un UAP175 :

L'axe neutre qui est I'axe de rotation représente le lieu des points de la section ol la
contrainte normale 0,=0.

Dans les axes principaux son équation est :

Z = &l_YY

I\/IY IZ
Les composantes du moment sur les axes principaux sont :
M, =M cos30 M, =-Msin30

Les valeurs des moments d'inertie principaux sont donnés en annexe.

Z = _IVI—SIn?’OI_YY = —tan30 1272Y
M cos30 |, 1264
Equation de l'axe neutre : Z =-581Y W=-80°23

¢ =(V,4)=-80°23

Deux points les plus contraints P', P". :

N/
\ <

P' est en traction, et P" en compression. Le matériau étant symétrique le point P" est le plus
contraint

.| 212mm ., |—488mm
Y2 ) 875mm YZ | _875mm

o = My o, + My e o | -500010’sin30 (- 488)+ 5000.10° cos30 (- 875) <120
l, Iy 126,410 127210
ob =126<120 Le profilé ne convient pas.

Reprenons les calculs avec le profilé UAP200. L'approche est identique :

— 3 1
_ —500010 S|n30(_ 52,8)+ 500010°cos30

Mz gy Y 7P
169,710" 194610

IZ Y

g

XX

P.._‘ M +M

<o, ‘ (—1005)1 <120

La condition est vérifiée, Choix du profilé : UAP200
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PROBLEME N° 19

® 50 mm | Un arbre de diamétre 50 mm est soumis d un moment
de flexion dont les composantes dans 6,I,IT sont :

My= - 180.37 Nm
180.37 ‘I\:Im Mz= - 807.3 Nm
Z Calculer :

1°) la position de I'axe nheutre de flexion.
2°) Les contraintes normales extrémes.

REPONSES N°19

Le moment résultant Mf est porté par un axe principal d'inertie (Pour une section circulaire,
tout diameétre étant axe de symétrie est principal d'inertie). La flexion/est donc plane. La
position de l'axe neutre est donné par l'angle a :

a = Arcta Ll =12°6 ® 50 mm
8073

- 2 2 --------
o7 <M o _ =[18037 +8073F 10"\ o
| pn % 50" {

Z
a=12°6

P 0 P 0
[ Av _25rnm 1 v 25rnm
Le point P’ est en traction :

- 2 2 67,4MPa

o = /18037 +8c4)731 16 6ax(-25) 67,
7Tx50

Oxx =67,4MPa

Le point P* est en compression :

_ 2 2

o = /18037 +8(37,31 10 6x(25)

7% 50

Oxx =-67,4MPa
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PROBLEME N°20

Une barre dont la largeur est de 60

10mm : LJ I mm et |'épaisseur de 9 mm est

M d DM entaillée comme indiquée sur la
T D=60mm T figure ci contre. Elle est soumise a
1omm § l un moment de flexion de 180 Nm.

o Calculer le rayon r pour que la

) contrainte normale maximum ne

dépasse pas 150 MPa.

REPONSES N°20

Ily a concentration de contraintes compte tenu du changement brusque de la section.
Nous devons chercher le facteur de concentration K a I'aide des abaques fournis en annexe.

La contrainte normale maxi dans la section la plus faible, nous est donnée par :

O, = 18010° 5 _ 75Mpa = o
9x40°
12
Onaxi — Ka-nom d’ou la valeur de K : K= @: 2
75
D_60_,
Alaide de l'annexe 3: K =2 —/d 40 = 4gmm S
L = 012
d
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PROBLEME N°21

1200mm
6mm N
2 2 r' S
'S P
M
M
12mm Gl——m———% O\ b
B Gy 3
M 6mm

P 12mm

Une barre est soumise a deux couples de flexion M a ses extrémités.

1°) Etude de la section droite. Déterminer:
a) La position du centre de gravité de la section droite.
b) Les moments et produit d'inertie de la section dans le repére (G y,z).
c) Les moments d'inertie principaux et la position des axes principaux de la section.

2°)_Etude de la flexion.
a) Déterminer la position angulaire de |'axe neutre.
b) Mettre en place sur la figure le point P le plus tendu et le point P' le plus comprimé
et donner leurs coordonnées dans le repére (G,Y Z).
c) Calculer la valeur du moment M que I'on peut appliquer sans que les contraintes
maximum ne dépassent +75 MPa en traction (au point P) et -90 MPa en compression (au
point P").

REPONSES N°21
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1°) Etude de la section droite

l 12mm
‘ 6mm l

Décomposons la surface initiale S en deux surfaces carrées Sy, S, , et remarquons que la surface S
posseéde un axe de symétrie.

a) La position du centre de gravité de la section droite.
En se referent au cours sur les inerties:

6 9
G G Ai=144mm?>  A,=36mm?
%r/? 6 %ﬁ 9 ! 2
Xq. = Xag,A + Xag,A, . 6x144+9x%36 5mm
= WHIAA T el
G
A+A 144+ 36 Ll 5mm

b) Les moments et produit d'inertie de la section dans le repére (6,y,z).

Si S Sz
A(mm?) 144 36
6i/(mm) 1 4
1 4
L (mm*) 123 6%/12
Li.(mm*) 123 6*/12
I,ii(mm*) 0 0
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S _ 1§ S, Si 1S 2 s _
lyy_lyy+|yy Iyy_lwi+zeiA Iyy_l188’nm4
avec = > =1188nnt

1841 Si_ 5§ s _ _
Iyz—|yz+|yz lyz_lyz+yeizeiA Iyz— 432mnf'

c) Les moments d'inertie principaux et la position des axes principaux de la
section.
@ =45° = G/\?) car axe de symétrie

I+l 1 | TG
IYZ:WTJFE\/(IW_IH)ZMISZ <|Z—1620nrri‘
L=

2°) Etude de la flexion.

y4
IZI\m

S

12

L'axe neutre qui est l'axe de rotation représente le lieu des points de la section ou la
contrainte normale 0,,=0.

Son équation est : =&I—YY

Y IZ
Les composantes du moment sur les axes principaux sont :

M, =M cos45 M, =-Msin45

_ —Msin45 1620Y _ 1620

Equation de l'axe neutre : = =

M cocd5 756 75¢ Z=-2lH

~

@ =(V,A)=-65°
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_ ] ‘ Imm . |—5mm
Deux points les plus contraints P, P'. : Py 2m Py, 5mm

Y = ycos45+ zsin45

566mm _ (= 707mm
e Z = -ysin45+ zcos45

vz en utilisant les formules de rotation :
424mm

Le point P est le plus tendu :
ol :—MZYP++MYZ"SUe
l, l, 75€

Donc, pour qu'en traction la contrainte ne dépasse pas 75 MPa , il faut que :
M=10497 Nmm

_M’ 566+MS45 424< 75
162(C

Le point P' est le plus comprimé :

oF = _&va++MY 7P —Msin45(

“ I, v 756
Donc, pour qu'en compression la contrainte ne dépasse pas 90 MPa , il faut que :

<o, - 707) <90

M=13610 Nmm
Conclusion :
Le moment maximum que I'on peut appliquer est le moment le plus petit M=10,5 kNm car il
respecte les conditions limites en traction et en compression alors que si on avait pris
M=13,60 kNm, la condition en ftraction n'aurait pas été respectée.
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PROBLEME N°22

1y L/2 ) L/2 ~
P Calculez I'équation de la déformée. En déduire la
A y C B: fleche maximum.
X
REPONSES N°22
~ L/2 ~ L/2 R
P
vC B
O—>
X
VVy

"z . rd 7’ o 4 . . ’ . " M
Pour calculer I'équation de la déformée, nous allons utiliser I'équation différentielle : v . = —*%

Il faut donc chercher le Torseur de Section en G.

z

El,

Zone AC: O(x(% Zone CB: %(x(L

Vv El, :—Px+&
2
vEIZ——ﬁ+& +C,
2
VEI, = —ﬁ+ & +Cx+C,
6 4
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Afin de déterminer les constantes d'intégrations, écrivons les conditions aux limites en A
pour la zone AC et la continuité des fleches et des pentes en C pour les 2 zones.

L B T
x=0-v=0=C,=0 X___’VzoneAC_VzoneCB:C4___
EnA: 2 EncC: 2 428
x=0-V=0=C, =0 L B _PL
_E - \/zoneAC_ 20neCB ™~ C3_ 8

, , , 1 Px  PLX
Les équations de la déformée sont donc : Zone AC: V= E (— 5 + j une cubique
2 3
Zone CB : v= L[PLx_PL une droite.
El,L{ 8 48
\ . s _ 5P
La fleche maxi a lieu en B sur la zone CB pour x=L : Voo = e
B L/2 B L/2 R
\IVC | B .
PL3/24El, 5
5PL°/48El,
2 3 B,
_1(_pP’x_PL
_ﬁ[ 8 48]
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PROBLEME N°23

ty L/2 ) L/2 ~
< > Déterminez les actions d'appuis en A et B.
P
A y C B:
X
2 o
REPONSES N°23 ) L/ ) T ‘
P
vC B
X

Nous sommes en présence d'un cas hyperstatique externe de degré 1, car le probléme étant
plan , nous disposons de 3 équations de statique et avons a déterminer 4 inconnues, 2
réactions en A ainsi qu'moment et une réaction en B.

Détermination de I'hyperstaticité : Pl
. Inconnues : 4 C B
- 3 réactions FAH, FAV et ng
- 1 inconnue moment M, Etat Hyperstatique : E o
H=i-3n=4 - 3 = 1 => Hyperstatique de degré 1
B L/2 B L/2 R
P F
v C YB

Etat Isostatique : E ¢

Pour lever l'indétermination provoquée par I'hyperstaticité, nous allons considérer un sytéme

équivalent isostatique.

Choissisons comme inconnue hyperstatique la réaction en B et construisons un systéme

isostatique sans I'appui en B. Plagons en B une force verticale F.

Les 2 Etats Isostatique et Hyperstatique sont équivalents si le déplacement vertical de la
lorsque

3,=0

Vv

section B dans I'état isostatique est nul. E, = E,
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Calcul du déplacement vertical de B dans |'état isostatique Eo :

g
C B

Pl Fl Etat Isostatique : E »
C

Etat Isostatique : E ¢ Fl
C B

\ Etat Isostatique : E ¢

En appliquant le principe de superposition, I'état Ey peut etre décomposé en I'état Ep et Er.

La fleche dans l|'état Ey est la superposition des fleches dans les états Ep et Ef:
O =0+ 0y
La fléche dans I'état Eo en B est la fleche nulle dans I' état Ey: O = J,, =0 équation de

déplacement qui nous donne la valeur de F qui s'identifie avec la réaction en B.
— NP F _
5\?8_&—\/8-*-&—\/8_O

5P FL®
Compte tenu des résultats du probléme 6 : J = t O =
ompte ftenu des résulta probleme ' = 4gE1 et Op 3E1,
3 3
Hy=df+dy=0 4= F=-20
4A8EIl, 3El, 16
11P/16
5P/16
Pl
C

3PL/16
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PROBLEME N°24

On se propose ici d'étudier un plongeoir de piscine en
flexion (voir photo ci-contre).

Caractéristiques planche de plongeoir :

Matériau : Section creuse .
40 cm
dal | -
| >
. ,
CO m p 0sl T e verre- ep ox y B B s s s

e e R R e e B B R R R e
B

i
£
£

et

5t
s

,
7
i

i

3
= fidiced ]
el fisi
° = [32) peaiai] ]
- a i
et s
° R - 200 MP SRR
e= a
4 K . . .
Modélisation du plongeoir :
‘ ’ d » d »
- Ll al Ll
0,2m 0,5m Im

Partie I : résistance
1. Déterminer les réactions des appuis du plongeoir au sol en fonction de P,
2. Exprimer littéralement le ou les torseurs de section puis tracez les diagrammes de
sollicitation.
3. En déduire la section la plus sollicitée.
4. Pour cette section, déterminer |'expression de la contrainte normale maxi om.x en
fonction de la charge P.
5. Soit P =10 000 N. Faire I'application numérique de on.. Quel est alors le coefficient
de sécurité de tenue de la structure ?
Partie IT : déformation

1. Tracer l'allure approximative de la déformée de la planche sous I'application de P

2. Soit le moment de flexion entre Cet D: M = a x + b olia et b sont 2 constantes.
Donner littéralement I'expression de la déformée entre C et D sans résoudre les

constantes d'intégration.

3. Une étude expérimentale a permis de déterminer au point C un angle d'inclinaison de la
planche par rapport & sa position initiale a I'horizontal de -5.22°
Déterminer alors les constantes d'intégration.

4. Que vaut alors la fleche maxi de la planche.
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REPONSES N°24

Inconnues de liaison : Xg, Ye et Y¢

. Moment : SM=0

Sur z au point C (équilibre en rotation autour du point C): -Px1-Yyx05=0— Y = -2P

. Résultante : SF=0
Surx:Xg =0
Sury:Yg+¥Yc=0—>Yc =3P
Entre A et B: Entre Bet C: Entre Cet D :
en passant par I'amont en passant par f'amont en passant par l'aval
00 0 0 0 0
Osectiong= 70 O Osectiong= 2P 0 Osectiong= 1-P 0
sl0o S0 —2P(x-02) L0 -PL7-x)
2P
Ty
(N A B C D x
P
Mfz
(Nm) |A X

Z
el

La section la plus sollicitée est au point C car les diagrammes de cisaillement et de flexion
sont maxi en ce point.

— Mfy Mfz
o, =—2—-—=Y avec.
lgy g,
. Mf, =0 et

- Mf, = -1000 x P Nmm au point C
. Ig, = Igy - Ig,2 = BH3/12 - bh3/12 = 400x30°/12 - 380x10°/12 = 868333 mm*
Dans la section C, la contrainte est maxi pour yme = 15mm :

_ 100
g,

15

max

AN @ 0., =17274MPa

Re
o

= =116s0it 16% de sécurité

max
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Partie II : déformation

Fléche

Mf
y'=—+ =1 (ax+b)
Elg, Elg,
, N .. .1 ax?
Intégrons une premiere fois : y'= Elg (= +bx+c)

3 2
1 (ax_+bi+cx+d)
Elg 6 2

Intégrons une deuxieme fois: y =

z

a et b d'aprés la question I.2 : ax + b = -P(1.7 - x) soita=P et b = -1.7P

a(0.7)?

Pente au point C connue : y'(0.7) = tan(-5.22°) = -0.091 soit c =-0.09Elg, - -07b

+0.7c

3 2
Déplacement nul du point C (car appui) : y(0.7) = O soit d= a(oé7) & b(o.27)

3 2
La fleche maxi est située au point D : y(17) = 1 (a(lg) + b(1'27)

+cl7+d) =-27.2mm
Elg,
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FLEXTION PURE

1. Définition:

Si, pour une poutre droite d section constante, le torseur de section se réduit a My, ou Mz,
ou les deux quel que soit la section droite, la poutre est soumise a de la flexion pure.

Suivant que le moment fléchissant est confondu ou n'est pas confondu avec un axe
principal d'inertie de la section droite, la flexion est dite plane (ou symétrigue) ou
déviée (ou non symétrigue).

1.1. Contraintes en un point P appartenant a une section droite:

Considérons une poutre soumise a de la flexion pure. La figure ci-dessous la représente avant et aprés
déformation. On constate expérimentalement que les fibres situées au dessus de la fibre moyenne
s'allongent, alors que les fibres situées sous la fibre moyenne se raccourcissent. La fibre moyenne ne
change pas de longueur : on |'appelle aussi fibre neutre. Toutes les sections droites subissent une

rotation 6,

G\
OV |

Ligne moyenne

Rayon de courbure R

Le vecteur contrainte en un point P quelconque d'une section droite S doit satisfaire ces 6 équations
(Voir cours module F112)

Des constats précédents nous amenent a conclure que les fibres s'allongeant ou se raccourcissant, ne
sont donc soumises qu'd des contraintes normales dont la variation doit 2tre linéaire
0, = ay+bz+cCet que les contraintes tangentielles sont nulles :

IUTB-LYON1-GMP-DDS Page 61



TD-1A-S2-F213

Les équations (2) (3) et (4) sont identiquement vérifiées car les composantes tangentielles
g, =0,,=0

L' équation
() o= j Laxdi: j js(ay+ bz+ ¢)JdA= aj J.SydA+ b j jssz+ c j deAz aQ’ +bQ; +cA

implique que c=0 car les moments statiques par rapport a des axes centraux sont nuls.

Les équations (5) et (6)nous permetent de calculer les constantes aet b :

(5) M, =|[ z0,dA= [[ (ayz+bZ JdA=af[ yzdA+b][ ZdA=al,,+bl,,
(6) -M,= _[ L yo, dA= Hs(ayz + byz)dA: a_[ I Sysz+ b” yzdA=al,, +bl,,

D' ou le systeme a résoudre en a et b:

M, =al,+bl,
-M, =al,+bl,

My Iyy Iyz Ivly
a:_Mz I)/Z:_Ivlylyz-l-lvlzlyy bzlzz _Mzzleyz+Mylzz
2 _12
IyZ Iyy Iyz-'-lyylzz IyZ lyy Iyz-l_lyy]zz
L, 1, I 1y
O.P:_Mylyz+Mz|yy P+Mz|yz+My|zz P

. Iyylzz_liz Iyylzz_l)fz

Si le systéme d'axes yz est principal d'inertie YZ, le produit d'inertie étant nul, 'expression devient :
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2. Flexion plane:

Considérons la poutre ci-dessous soumise a un moment fléchissant My.

Ligne moyenne

Aprés application des couples M aux extrémités on constate que:
O Toutes les sections droites subissent une rotation 8, autour de I'axe y paralléle a I'axe

principal d'inertie Y portant le moment fléchissant et une fléche verticale w.

O Toutes les fibres contenues dans le plan xy (contenant la ligne moyenne) ne subissent
aucune déformation, tandis que les fibres situées au-dessus du plan xy subissent un
raccourcissement proportionnel a la distance par rapport a ce plan. De méme les fibres
situées au-dessous du plan xy subissent un allongement.proportionnel a la distance par
rapport a ce plan.
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2.2. Axe neutre :

Le lieu des points ot 0=0 dans la section droite, est |'axe neutre A. Il est confondu avec
I'axe qui porte le moment fléchissant dans le cas de la flexion plane. C'est |'axe de rotation
autour duquel tournent les sections droites.

1°) Le moment est porté par |'axe principal Y:

compression 6<0

axe neutre g=0

Ligne moyenne

A ——
traction 0>0

2°) Le moment est porté par I’axe principal Z:

axe neutre g=0

compression <0
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2.3. Coefficient de sécurité:

Matériaux symétrigues ou ductiles (0, =0, ):

On calcule la plus grande contrainte normale en valeur absolue puis le coefficient de

sécurité par la relation:
_ ae!ou o, )
o,

maxi |

2°) Matériaux dissymétriques ou fragiles (0, > 0, ):

+ -

et O,

On calcule les deux contraintes extrémes O, maxi ¢

i puis les deux coefficients:

Le coefficient de sécurité est le plus petit des deux.

2.4. Equation de la déformée.

1°) Le moment est porté par l'axe principal Z:
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Vmaxi

Sous l'effet du moment Mz la ligne moyenne de la poutre se déforme. Son équation apres
déformation v=f(x) est aussi appelée déformée et la valeur de la déformée en un point
d'abscisse x est appelée la fleche v.
L'expression du rayon de courbure R d'une équation d'une courbe en coordonnées
7 . 7 1 \," U hY .
cartésiennes est donnée par : — = ﬁ =V' compte tenu de nos hypothéses petites
1+V )2

3
déformations et du développement du bindme de Newton (1+ \/’)5 =1.

p | A(dx) || En considérant un trongon de poutre GG’ de longueur dx la
contrainte normale en un point P d'ordonnée y est donnée
Y M
G G par 0. =——2Y et vaut daprés la loi de Hooke en
4
Aldx) _ _(vdg) _ EY
: P P
traction o, = E£  =E =E =
a8 “ “ dx dx R
En identifiant les deux expressions I'équation
dx différentielle de la déformée est donnée par :
x —»4—»’

Aprés deux intégrations on obtient I'équation de la déformée en fonction de x, puis la
fleche maximum.

2°) Le moment est porté par |'axe principal ¥:

IUTB-LYON1-GMP-DDS Page 66



TD-1A-S2-F213

Une démarche similaire au cas précédent montre que I'equation différentielle de la deformée
est donnée par :

Aprés deux intégrations on obtient I'équation de la déformée en fonction de x, puis la
fleche maximum.

3. Flexion déviée:
Le moment de flexion n'est plus porté par |'un des deux axes principaux d'inertie de la
section droite.

3.1. Contraintes en un point P de la section droite:

On applique le principe de superposition.
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3.2. Axe neutre:

Le lieu des points ou o = O dans la section droite, est /'axe neutre A. Il est confondu
avec |'axe qui porte le moment fléchissant dans le cas de la flexion plane. C'est |'axe de
rotation autour duquel tournent les sections droites.

De la relation donnant I'expression de la contrainte, on en déduit |'équation de |'axe neutre
dans des axes quelconques :

om MMy o M tMJy o MM,

| 12 | |2 VY YR
yylzz_ yz yylzz_ yz z'yz y zz

Qui devient dans des axes principaux d'inerties :
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compression g<0

axe neutre g=0

S

traction >0

Comme |'axe neutre est dévié par rapport au moment de flexion résultant (contrairement a
la flexion plane ou I'axe neutre et le moment de flexion sont confondus), la flexion est dite

déviée.

3.3. Expression de la contrainte de flexion dans un repére qui contient /'axe neutre:

compression 0« 0-

zone ou se situe A ’—/

X

axe neutre o0=0

Soit v un axe perpendiculaire a I'axe neutre &, tel que le repére 2 v, X soit direct.
On montre que dans ce repére la contrainte de flexion se calcule par:

avec: |,

I, +1

2

I, —1
Z Y Z
+ > cos2y,

Les points les plus sollicités sont ceux qui sont les plus éloignés de |'axe neutre A.
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3.4. Equation de la déformée :

On applique le principe de superposition. Compte tenu des expressions de v et w obtenu au
paragraphe 10.2.4. La fleche résultante a I'abscisse x s'obtient par :

f =V +W

3.5. Coefficient de sécurité:

Il faut tout d'abord rechercher I'axe neutre A, afin de déterminer la position des points
soumis aux contraintes maximum de traction et de compression. La démarche est ensuite la
méme que pour la flexion plane.
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FLEXION SIMPLE (CISAILLEMENT-FLEXION)

1. Définition:

Si, pour une poutre droite d section constante,

le torseur de section se réduit a Ty, ou T,

et My, ou Mz, (ou les deux) quel que soit la section droite, la poutre est soumise a de la

flexion simple.

1.1. Relation entre l'effort tranchant et le moment fléchissant:

1 4 9y
9
T, A T, +dT,
J »
M, M, +dM,
X < dx >

En négligeant les termes du second ordre :

En considérant la composante z: q; :

Considérons le trongon de poutre 6G', et
supposons que les seules actions extérieures
qui s'exercent sur ce trongon sont une charge
linéique uniforme q (Pour simplifier la
démonstration considérons uniquement la
composante suivant y : gy).

|

—_—  — — — — —

Mg =M, +G'GOR, -G'g Ogdx

T, + dTy =T, + qydx

M,+dM, = MZ—Tydx—qy%

Contraintes en un point P appartenant a une section droite:

On constate expérimentalement comme dans la flexion pure que les fibres situées au dessus de la fibre
moyenne s'allongent, alors que les fibres situées sous la fibre moyenne se raccourcissent

MJI_+M]I

_ y yz zyy P zZ yz y zz
2 2
Iyylzz Iyz Iyylzz Iyz
peu les contraintes normales, de méme pour la courbure.

l[,,+M |

o M
La relation O, = +
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longueur qui impliquent I'existence de contraintes

transversales T+ dans le plan xy.

Isolons le bout de poutre délimité par A'B'C'ABC :

la composante suivant I'axe x :

- [[o,da+ [[ (0, +do, JdA+ [[7,dldx=0

WX AB'C' ABC ABAB
do
” % g+ j j r.dl =
ABC X
X
A dl
+
C  Ooxtdox La contrainte normale vaut :
O-F’ __Mylyz+MZ|yy Py MZIyZ+M ylzz P
xx I - 2 | -1 2
Wl ey
P _ —
do—xx _ TZI yz Tyl vy + Tyl TZI 7z P
Donc : x 11l <2 y" |1 —12 Z' compte tenu que T, = ———~et
X yy! zz yz Yy 2z ¥z o
dMm
T,=—
dx
=TI +T]
”rLdI [J1- ”Z y2W S |
ABC zz | l yyl 2z | yz I ny z YZ ABC Zz

P _ (A ABC
Avec les définitions des moments statiques ” y dA = Q™" o _” z"dA=Q;*°

L

r = 1 Tzl yz Tyl yy ABC+
2 z
Lag yyl zz_lyz

ABC ABC

-T I +T),,
| T —|2 QjBCJ
yyl zz lyz

Si le systeme d'axe yz est principal d'inertie (le produit d'inertie étant nul) :

IUTB-LYON1-GMP-DDS

|T|_| — Ty ~asc

T J
IY

Entre chaque fibre, on enregistre des variations de

tangentielles longitudinales 1. dans le plan zx, et compte
tenu de la réciprocité des contraintes tangentielles

Ecrivons I'équilibre statique de ce trongon, en considérant

zzz J'J' ZPdA

YZ ABC
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Contraintes tangentielles pour des sections épaisses rectangulaires:

MEEE P
AB 'Z
7 Ly =b
/ |. = b_h3
0 2712
. ABC v x A = b(h h
é \Tmax 4 - gX ABC—E E—y §+y
Y
Zf
’X _3 y?
r=>v|1-Y
2A h
4
o =il
Contraintes tangentielles pour des sections épaisses circulaires:
|1’ = iT_Y ABC
L z
LAB IZ
7 Ly =2 R® - y?
7 | = R
2 z=
7 4 ]
2 3
oDt | Q% = [[vdas[y2 Re-yidy = (RE -y
y ABC " 3
LAY
3A R?
1)
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SOLLICITATIONS COMPOSEES

PROBLEME N°25

31416N [———— h n . ——suaeN
— —
A 7 ) G‘ > X B
ny Y

z

S
‘Y section nn

Considérons la barre de la figure ci-dessus. Elle est soumise a deux forces égales et opposées
de 3141,6 N. La section droite est circulaire de diamétre 10 mm.

1°) Déterminer les éléments de réduction du torseur de section au centre de gravité G de la
section droite nn.

2°) Déterminer |'expression de la contrainte normale maximum ( >0 ) dans la section droite nn
(la mettre sous la forme a + bxh ot a et b sont des constantes réelles).

3°) La contrainte maximum ne pouvant excéder 232 MPa, en déduire la valeur de h.

4°) Déterminer alors la position de |I'axe neutre.

REPONSES N°25

3141.6N . h 3141.6N

‘ -

Z
1EY

N, =31416N
ﬁg = EE; = 0
Torseur de sectionen G : 0 0 Sollicitation : Traction-Flexion
M. =GBOF, = 0
M, =31416h
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. . N 14
Contrainte de traction: o,, = —* = 3—126 = 40MP
A x5
M 31416h
. : P _ zZ VP —
Contrainte de flexion: Oy = ——=Y = ————
“ |, 710°
40 MPa
ey 192 MPa
O-X)( OXX
—
= —
G —=»—X G 6o X
. “
— A
% -192 MPh
Contrainte de traction -flexion: o, =40+32h

La contrainte maximum admissible étant de 232 MPa :

31416%6

64.5 =32h

232> 40+32h d'ou h=6mm

OP 0A 0,=0 = 0=40-—""—x64xY" =40-384Y"
m1C

YP=1,04mm
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PROBLEME N°26

120mm
\
=

80mm

35mm

480kN

Calculer les contraintes normales aux points A, B, C et
D et localiser I'axe neutre.

REPONSES N°26

Torseur de sectionen G :

M, =GEOF. = [M, =1200(kNmm
M, =1920&kNmm
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Sollicitation : Traction-Flexion

La contrainte normale en un point P quelconque :

X_MZYP+

IZ IY

+M

YZP

JXX = 3 3
12C(x80 12Cx8C 8Cx12(

P 480.10° 1920010°x12_,, . 1200010°x12_,
— = Y " +—

o) =-50-375xY" +1,0417x Z"

Contrainte en A :
ol = -50- 375x40+1,0417x (- 60) ox = -262,5 MPa

Les calculs sont identiques pour les points B, C, D :

Ox = -137,5 MPa Ox" = 162,5 MPa 0x> = 37,5 MPa
Equation de l'axe neutre : g =Ny Mgye 2My Ze o
A, y
of =-50-375xY" +1,0417xZ" =0
P
-50- 375xY" +1,0417x Z° _SMOBEIET o 3,6Y+48
1,0417
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PROBLEME N°27

Un arbre cylindrique de diametre d, de longueur L=1m, est sollicité par un effort F= 19635 N,
et un couple C longitudinaux comme indiqué sur la figure ci-contre.
Il est constitué d'un matériau ayant comme
- Module de Young : 200 GPa.
- Coefficient de Poisson : 1/3.
Des mesures expérimentales ont permis d'enregistrer
I'allongement longitudinal du cylindre 0,2 mm, ainsi que
la rotation des sections extrémes 1,25° .
Calculer :

1) Le diamétre d du cylindre en mm.

2) Le rétrécissement du diameétre d en mm
= 3) La contrainte normale maximale en MPa.

c k?( 4) Le module de Coulomb du matériau.

<~ F 5) Le couple C appliqué en mN.

6) La contrainte tangentielle maximum en MPa.

REPONSES N°27

1°) o, =E&g.,.

d= L = 25mm
TEAL

2°) Ey = —UVE

XX

Ad = —% = - 1610°3mm

3°) o =40MPa

4°) G= _E G= e 7500QMPa
2(1+U) 8
CL m*
5% = le =— C = 6275mN
)¢ Gl ¢ 32 :
6°) =Gy r = 2045MPa
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PROBLEME N°28

Une poutre a section rectangulaire (30*10) , est encastrée a son extrémité A, et soumise a
I'autre extrémité B a une force de 30 kN appliquée en C comme indiqué sur la figure ci-

contre.

5mm
P/ S

c| 30kN

O —

G > ° 30m {5 mm
o ; B
Y
mm

P!

N

1) Déterminer les composantes du torseur de section au centre de gravité G de la

section droite S.

2) Calculer les contraintes normales aux points P et P' de la section droite S.
3) Tracer le diagramme représentant les variations de la contrainte normale dans la

section droite S.
4)
qu'il faut chaisir.

Désirant un coefficient de sécurité de 2, quelle est la limite élastique du matériau

REPONSES N°28

M. =GCOF,
2y of=tx+lrze
Al
3°)
4)  0,=400MPa

N, =30kN
bh* 0. =200MPa
12 0‘)5;' = > X
P'
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PROBLEME N°29

Une poutre de section en forme de Z (50*80*50) d'épaisseur 6 mm, a été entaillé comme
I'indique la figure ci-dessous. Elle est soumise a deux efforts de traction F = 10 kN a ses
extrémités A et B. La ligne d'action des forces F est AMB

Y
A7z
@
J
Section S I,,= 48.99 cm*
I,,= 15.04 cm*
I,.= -15.75 cm*
~ M
—1®
80 BE
80
o |© v
~ % 4
l%l
W | P& x

O] 50 |

La section droite S de la poutre est représentée sur la figure ci-contre a I'échelle 1. Les
cotes sont en mm.

Le centre de gravité est noté G et les axes centraux y et z sont donnés sur la figure
ainsi que les. moments d'inerties et produit d'inertie par rapport a ces axes

1°) Déterminez les coordonnées de G dans le repére (O:X,Y).

2°) Déterminez, dans le repere (6,x,y,z), les composantes du torseur de section au centre de
gravité G de la section droite S (les forces en N, les moments en mmN).

3°) Déterminez I'équation de |'axe neutre global de la section S dans le repére (6,y,2) en la
mettant sous la forme z=ay+b et représentez cet axe sur la figure.

4°) Mettez en place sur la figure le point P le plus tendu.

5°) Calculez la valeur de la contrainte normale globale au point P en MPa.
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REPONSES N°29

1°) Xc=11,87mm ;Y¥5=26,87mm

I,= 48.99 cm*
I,,= 15.04 cm*
Iyz= -15.75 cm*

75°76
N, = 10°N g
R, =F,=| 0
0
<
0 -
. @6 y
M. = GADF, = M, = 131310°Nmm o) = |
M, = 0887.10°Nmm
3°)
)'(DX :&_ M ylyZ+MZ|yy P+ leyz+M ylzz =] =0
A )= 15, I I
z = 3.942y-113.07
-1187mm
4°) point P le + contraint B,
5313mm
50) O.)I;.traction — 13’44Mpa O-)I;.flexion = 11,81MPa O')Z( - 25,25MPa
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FLAMBEMENT

PROBLEME N°30

A aires égales, quelle est la section, carrée ou circulaire, qui résiste le mieux au flambement?

(Calculer les élancements des deux barres).

REPONSES N°30

2
A:a2 A:i
4
2a
Méme aire d=—
NI
a* 7ol
| =— ==
12 " 64
P, = l_VV: a* P, = W = a’
VA Vi1za? VA V4w
A:E:LF\/]-_Z /]:i:ﬂ
p, a p, a
TEl, TE
R="0% (0.)e ==
F
Pccarré _7_7.
R:cercle 3

Conclusion : La section carré résiste mieux.

2d
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PROBLEME N°31

\4

¥ Calculer la charge critique d'EULER de la
G x B P x poutre ci-contre. En déduire la valeur du
> N > coefficient p.

REPONSES N°31
Avant déformation

A 4

Aprés déformation

A\ 4

AVi

=
El,
ElL,V' +Pv=R(L-x)
Posons : & = K
El,

v"+wzv:i(L—x)
E z
Equation différentielle du second ordre avec second membre.

v = Asin(ax)+ Bcodax) + Elif (L-x)
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Ecrivons les conditions limites en A et B :

Encastremat A: v(0)=0 = 0=B+ RL
El,of
C.L. Encastremet A: \/(O): 0 = 0= Aa)—%
Z
Appui B: v(L)=0 = 0= Asinal + Bcosal
D'ol le systeme a résoudre :
RL
0=B+
El, o’
R
0=Aw-
El, o’
0= Asinal + Bcosal

Pour que ce systeme admette des solutions autres que la solution banale tout égal a zéro,
écrivons que le déterminant des coefficients des inconnues est nul.

L
0 ! El, &’
A=| w 0 -—T -0
El, o
sinal cosal 0

En développant le déterminant, nous obtenons :
tanal = al
Equation transcendante dont la résolution ne peut tre que graphique ou numérique.

Approchons la solution graphiquement. Tragons la fonction y;:=wL et y,=tan wL. Les points
d'intersection nous donnent les solutions. Nous retenons la plus petite racine non nulle :

wlL =45
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4 4,5f‘d 5

yl et y2 en radians

¢ yl=x
® y2=tanx

&
:
.
*
.

e
=0

L]
x en radians

En utilisant une calculatrice, il est possible d'affiner la solution en utilisant un processus

d'encadrement par dichotomie.

ol = 4,4934d
2
7 =[44934) _ R
L El,
p = nzlflw p = 4,493212 El,
L2 L
7l
L. = = = 0,7
P = A M= 44934

Page 85
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PROBLEME N°32

Une barre en acier de longueur L et de

Appuis glissants section droite  rectangulaire  est
encastrée a |'extrémité C et supporte
une force centrée de compression P a
I'autre extrémité D. Deux plaques en vé
sont fixées a |'extrémité D permettant a
la barre de flamber dans le plan zx et
aussi dans le plan zy.

L 1°) Déterminer le rapport b/h pour que

les contraintes critiques d'EULER soient

égales dans les deux cas.

2°) Sachant que:

L = 600 mm
Encastrement | E = 210 GPa
P =60 kN

déterminer les dimensions b et h de la
section droite pour avoir un coefficient
de sécurité de 2.5 en appliquant la
théorie d'EULER. Vérifier que pour ces
dimensions on peut effectivement
appliquer la théorie d'EULER sachant

que la limite élastique en compression du matériau vaut 240 MPa.
3°) Calculer le coefficient de sécurité en appliguant la théorie de DUTHEIL.

REPONSES N°32
1)

Méme contrainte critique d'Euler o, implique méme élancement A .

A :&: ’UL = 2L :4L\/§

e |l \/bhs h
120h

G oML _07LVI2 14143
Py | b b
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Z Y4
N\ N
P P
D D
=2
L p=0.7
—_ 3
¢ X

h=43,48mm b=0,35h=15,22mm

A = & = = =
Y-S N \/ b® h
A Vi2oh
A= _4LV3 _ 14143 b _ 035
Yo b h
2)
(0.) _1m°E _P (o). _ MEA_ mEx035h*
“EX A o AP 48°P
4 _ 48Pl _,[48% 6010°x600° x 25
0357°E 03577 x21010°
Euler est applicable si A)A;,
A = [E o /210.103 _ 929
o, 240
A=A = 43 _ 4x600V3 _ oo
h 4348
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PROBLEME N°33

L N On veut vérifier au flambement la barre ABC ci-
contre (de diametre d et de longueur L). La liaison en

«— A est un encastrement, la ligison en B un contact
ponctuel sans frottement.

L/2 ——

P=110kN d=30mm L=06m.

On utilise un acier de limite élastique 0. = 240 MPa et de module de YOUNG E = 210 GPa.

La charge critique d'EULER vaut: P = # . On utilise la théorie de DUTHEIL.
1°) Calculez:
a) U (on rappelle que, quelles que soient les liaisons, la charge critique d'Euler peut se
2
mettre sous la forme: P = H—Ei ).
(WL)

b) le rayon de giration p de la section (en mm).

c) I'élancement A de la barre.
2°) La barre flambe-t-elle? (Justifiez votre réponse).
a) Si non, calculez le coefficient de sécurité.
b) Si oui, calculez le diamétre d (en mm) a donner d la barre (les diamétres varient de 2mm en 2mm).

REPONSES N°33

Pc: XY F% L. = = =135
L2 L2 = H H /5415

A
A:i:/"—"-los
P P,
E 21010
A =mg|—= = 9293
fm o 240 2
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PROBLEME N°34

hx Q
A B l C D
)GD * qg‘ La barre rigide ABCD est supportée par deux
\ \ colonnes BE et CF susceptibles de flamber
Vo7 VT (voir figure ci-contre). Les liaisons ponctuelles
en A et D empéchent les déplacements
1om latéraux des points B et C. Les liaisons en B, C
et F sont des verrous, la ligison en E est un
, ! encastrement. Les deux colonnes BE et CF ont
, une section droite carrée de 16 mm de coté.
' Le module de YOUNG du matériau vaut 210
GPa, ses limites élastiques en traction et

compression sont identiques et valent 240

|
1
Im !
I
1

\ im

i
1
|
|

I

I
1
1

MPa.

1°) Montrer que I'on peut appliquer la théorie d'EULER pour calculer les charges
critiques qui font flamber les colonnes BE et CF. Calculer alors ces charges critiques (en kN),
en appliquant la théorie d'EULER.

2°) Une force verticale Q agit sur la barre rigide ABCD a une distance x de la colonne
BE.
a) La distance x vaut 0.4 m.
Calculer (en kN) la valeur critique de la charge Q qui fait flamber |'une des deux colonnes, en
précisant la colonne concernée.
b) La distance x peut varier de 0 alm.

Pour quelle valeur de x (en mm) la valeur critique de Q est-elle maximum? En déduire (en kN)
la valeur critique maximum de Q.

REPONSES N°34

1)
A = \/E = ”\f 212(:2](-)03 = 9293
'_ _ e
122’ 2[

_ 0,7x1000

Age = 16 =15155
A= Le %Z/C_?O Ace)Age) A Euler est applicable
pv ACF = F = 259,8
243
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pe _ T x21010°x16" _

PEE = = 231kN
_mEl, _mTElL, | ¢  (07x1000*x12 3k
c 2 2
L2 (14.) P = 7 x21010°x16" _ 786KN
1200 x12
2)
a)
0,6Q.* Qc 0,4Q.F
1. 04m 0.6m 1
B C
1m

PP = 231kN = 06Q% = QF°F = 385kN

PSF = 786kN = 04QF = Q% =1965kN

Donc Q.=18,7kN et c'est la colonne CF qui flambe
2L 1-0QE Q™ xQ.

X 1-x

im

Lorsque les deux barres flambent en méme temps Qc est alors maxi.

R = [L-x)xQ* R =xxQF
BE CF
grseEegr =t = o meEa
CF
Qe =Fe = 75O _ gy
0254
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PROBLEME N°35

A
P
A A
BI T
Z
4
A
9m
»Y
HEA 220
A >z
P
AZ
220|mm
210 mm GO
éjnm
220 mm

Considérons la structure représentée sur la
figure ci-dessous. Le poteau AB de longueur 9m,
dont la section droite est un profilé HEA 220 est
soumis a un effort de compression P. Il est
encastré a son extrémité A, la liaison en B est
considérée comme une articulation dans le plan
xz (rotation possible autour de y soit p=0,7 ) et
comme un encastrement dans le plan yz (rotation
empéchée autour de x soit p=0,5 ).

Le matériau est un acier E240 dont les
caractéristiques élastiques sont : 0.=0.=240MPa
et E=210GPa.

1) Calculer les moments  d'inertie
principaux Iy et I de la section droite
de la poutrelle (en cm®).

2) Déterminer le plan dans lequel le

poteau risque de flamber, en calculant les élancements dans les deux plans.

3) En appliquant la théorie
d'Euler, calculer la charge
maximale (en kN) de
compression admissible pour

¢ 11 mm avoir un coefficient de

sécurité de 2.

4) En prenant la charge calculée en 3),
calculer le coefficient de sécurité
daprés la théorie de Dutheil.

\ >
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REPONSES N°35

AZ
z 220|mm
¢ 11 mm
94mm
188mm N
210/mm G® >
émm
v 011 mm
220 mm

3
)1, = 188?'7+ 11 220+ 995 11220|=518421cm’ |, = 2204 + 73:|'88:1952,27cm4
12 12 12 12

A=220.112+1887 =6156mnTt

P, = \/% = 563km= A ,=—=11188
2°)
o, = \/% = 0l77cm= A, :? = 4903

Flambage dans le plan xz

3°) a.o <o, 0. =— P =509,66kN

Xz

4)ko <o, k= 2236 ap = 1296
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FLAMBEMENT

1. Définition :

Effectuons un essai de compression sur une éprouvette longue, de méme ordre de grandeur
que celle utilisée en traction. Nous constatons qu'elle fléchit avant d'atteindre la limite
d'élasticité en compression .La fleche augmente considérablement a la suite d'une
instabilité, entrainant la ruine de la structure. Ce phénoméne est le flambage. La valeur
maximum de la contrainte de compression est la contrainte critique de flambage. C'est le
seul cas ol la contrainte de compression est prise positive par convention. Elle est donnée

par :
R
g, =—=%
A
G:P/Ao P
|Essai de Compression |_\ Lo=2D{

P

Essai de Flambement

Ce phénomene de flambement est trés difficile a prévoir car les imperfections géométriques de la
poutre, de sa section, du matériau et des conditions d'applications des sollicitations et des liaisons
rentrent pour une grande part dans le flambement.

Pour étudier le flambement, il faut abandonner une des hypothéses fondamentales du cours sur la
théorie des poutres. Lors du flambement les déplacements ne sont plus petits, nous ne pouvons plus les
négliger et la théorie du premier ordre ne convient pas a expliquer le phénomene. Nous devons
considerer une théorie au deuxiéme ordre, ou les configurations initiales et finales des poutres ne
coincident plus. Nous allons considérer la poutre dans son état déformée pour calculer le Torseur de
Section.
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2 Théorie d'EULER

2.1 Cas de base

Considérons une barre de longueur L, articulée a ses deux extrémités, soumise a un effort
de compression. Les articulations sont parfaites, c'est a dire dans toutes les directions. La
poutre flambe, c'est a dire fléchit dans le plan perpendiculaire a I'inertie minimum (voir §

sur les inerties).

Avant Déformation :

Aprés Déformation :

«_ M
Appliquons I'équation de la déformée vue au chapitre flexion: V.= —*

Le moment fléchissant en G :

IUTB-LYON1-GMP-DDS
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V' +av=0

Equation différentielle du second ordre a coefficient constant et sans second membre. La solution
générale s'écrit :
v = Acogax)+ Bsin(ax)

Les conditions aux limites aux appuis nous permettent de calculer les constantes d'intégration A et B.

AppuiA: v, =0 = A=0
B#0
sinal =0 = al =k

cL AppuiB: v )=0 = Bsin(al)=0

R

L'équation de la déformée s'écrit : £
z

X) et compte-tenu de & =

et la déformée s'écrit :

La déformée est donc sinusiodale, mais cette théorie énoncée par Euler ne permet pas de résoudre
totalement le probleme. En effet la charge critique P, est indépendante de la fléche, et la fleche ne fait
pas intervenir le matériau ce qui parait surprenant. Cette théorie n'est qu'une premiere approche.

On peut de la méme maniére calculer les autres valeurs de charges critiques pour kK D{ 2,3,4...}. Les
déformées associées a ces différentes charges critiques sont appelées modes de flambement.

ske R -UTEL
p p Vi) = Bsin(z—ﬂ xj
—/(_\\ \/\— L
A K=2 ¢
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2.2 influence des liaisons.

En se rapportant au cas de base, dans tous les cas, la charge critique peut se mettre sous la
forme :

N . L L L. =/0L
OuI,, est I'inertie minimum , L¢ est la longueur fictive de flambage , avec et y un
coefficient qui tient compte de l'influence des liaisons.

A\ 4

Il
L=

H=1 P

3 Contrainte critique d'EULER

La contrainte critique d'EULER est donnée par :

Nous pouvons tracer la courbe de flambage d'EULER en fonction des élancements pour un
matériau donné. La courbe d'EULER doit étre limitée par la limite d'élasticité de

compression, ce qui nous impose un élancement limite
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300
250
Oe
200
(0]
(MPa) 150

100

50

50

100

150 200

E=210 GPa 0.=240 MPa

lim «

E

Si A) A, . nous faisons une vérification d la condition de non flambage par :

a:£< (.)

nous faisons une vérification a la compression pure par : 0 =—( 0,

La courbe d'EULER est composée de deux courbes d'équations différentes, ce qui n'est
pas satisfaisant. De plus, pour de faibles élancements, les points expérimentaux sont situés
au dessous de la courbe. La théorie d'Euler a ses limitations, et ne permet de décrire que le

moment ou la poutre flambe.
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UNITES DE MESURE

Les unités de mesure légales en France font lI'objet du décret du 3 Mai 1961. Le
systéme ainsi défini est le systéme métrique décimal, a six unités de base, appelé
systéme international SI.

1. Les unités de base sont:

6randeur nom symbole
Longueur metre m
Masse kilogramme kg
Temps seconde S
Intensité ampeére A
Température degré Kelvin K
Intensité lumineuse candela cd
Quantité de matiere mole mol

2. Les unités secondaires concernant le Dimensionnement des Structures sont:

Le newton (symbole N) : unité de force.
Le newton-meétre (symbole Nm) : unité de moment.
Le joule (symbole J) : unité d'énergie, de travail et de chaleur.

Le pascal (symbole Pa) unité de contrainte et de pression.

|1Pa = IN/m? |

Le watt (symbole W) : unité de puissance.
Le radian (symbole rd) : unité d'angle.
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3. Parmi les multiples des unités secondaires, on utilise en Dimensionnement des
Structures:

Le kilonewton (symbole kN) : unité de force.

| 1kN = 10° N |

Le mégapascal (symbole MPa) : unité de contrainte.

|| 1MPa = 10° Pa = 1IN/mm? ||

Le gigapascal (symbole GPa) : unité de contraintes.

|| 16Pa = 10° Pa = 10° MPa= 1kN/mm? ||

4. Les unités, hors systéme, autorisées sont:

Le degré d'angle (symbole °) : unité d'angle.
La calorie (symbole cal) : unité de chaleur (1cal = 4.18 J).
Le degré de température celcius (symbole C)
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ANNEXES
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ANNEXE N°1-COEFFICIENT DE CONCENTRATION DE
CONTRAINTE EN TORSION-FLEXION

TORSION

M o

2.6 \
A\ TORSION

2.2 \ +
Did =

20

1.
|

2.rf \ \N Dil = 1.33

1.5 N
\7% DUt = 2.00
L6 N \\\\‘\/
14 \ \:Qb
— ] ---~'-
\ e ———
12
0
! 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
r/d

Fig. 3.31 Stress-concentration factors for fillets in circutar shafts.

i-L. S. Jacobsen, “Torsional-Stress Concentrations in Shafts of Circular Cross Section and
Variable Diameter,” Trans. A.SM.E., vol. 47 (1925), pp. 619-638.

FLEXION
3.0 3.0 e -
2.5 2.8 (g r)d__—rld )
26 26 “ o s,
2.4 J\ 2.4

: ' Did = 1.10
2.2 Did =110 k22 Did = 1.95
Koo ) -Did =1.25 2.0 i DIl = 1.50

|- Did = 1.50

, Did =200
186 W 1.8
1 /=2 P
6 \\ Did = 2.00 6 \\\ DA = 5.00
. \ ] . 4
14 \\\ .Dld,: 4'90 1.4 \\
NS ' ™~
1.2 — 1.2 -
10 — 1.0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 0 01 02 03 04 05 06 07 08
rid rid
Fig. 4.27 Stress-concentration factors for flat Fig. 4.28 Stress-concentration factors for flat
bars with fillets under pure bending.4 bars with grooves under pure bending.{
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A-S2-F213

ANNEXE N° 2 TORSION DES SECTIONS
RECTANGULAIRES

La figure ci-contre permet de visualiser la répartition
e des contraintes tangentielles de torsion dans une barre

\f\ a section rectangulaire.

On montre alors, en élasticité, que:

[ 1°) La relation entre le moment de torsion et
I'angle unitaire de torsion est:

5 Y
g, =—>
h Trmaxi X GJ

ou J est le moment d'inertie de torsion de la section
rectangulaire. Il se calcule par la relation suivante:

Y [ J=k.e’h

ou k1 est une fonction du rapport h/e donné dans le

T‘maxi .
tableau suivant:
hle 1 1.5 2 3 4 5 6 8 10 00
Kkq 0.141 0.196 0.229 0.263 0.281 0.291 0.299 0.307 0.313 1/3

k2 0.208 0.231 0.246 0.267 0.282 0.291 0.299 0.307 0.313 1/3

ks 1.000 0.859 0.795 0.753 0.745 0.744 0.743 0.742 0.742 0.742

N.B. Lorsque la section droite est circulaire la relation entre le moment de torsion et I'angle unitaire de torsion
est:

4

7D
).
2

Le moment d'inertie de torsion est alors le moment d'inertie polaire  du cercle (

2°) La contrainte maximum de torsion (au milieu des grands c6tés du rectangle) vaut:

ou k2 est une fonction du rapport h/e donné dans le tableau précédent.

3°) La contrainte au milieu des petits c6tés du rectangle vaut:

T

maxi

=k,t

maxi

ou k3 est une fonction du rapport h/e donné dans le tableau précédent.
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